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n. Irrationale Størrelser. 



Rod. 



1. Det Tål, som, opløftet til m*^ Potens, 
giver a; kalde vi den m*® Rod af a ; det betegnes 



m 



m kaldes Rodexponenten, a Potensen. 
Vi have altsaa 

m 

6 = l/o^, dersom 6*" = a. 
Af disse to Ligninger faar man 

m /OT \m 

Potensopleftning og Roduddragning kaldes derfor 
modsatte Regningsarter. 
Af Definitionen følger 

^= — , thi (—) =[Va}^a.. 

Rodexponenten 2 underforstaas ; den S^^^^'Rod kaldes 
Kvadratrod, den 3^'^ Rod kaldes Kubikrod. 

8 m — 

Exp. ]/8 = 2, thi 28 = 8; ]/l = l, thi 1»»=1; 
V'64 = 4; y256 = 4; v'^^^^ = — 3 ; 1/1= | ; 
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l/a262 = aJ ; ya« : &» = a : i ; V a^ft* = a^J ; 



3 



l/a2+2aft + 62 = a + 6; j/aS— 3a2+3a— 1 = a — 1. 

2. Opløfter man de hele Tal til m^ Potens, faar 
man Potenstallene af m^ Grad ; Potenstallene af 



aaden ( 1 , 4, 9 . . . . ) , tredje ( 1 , 8, 27 . . . . ) og Qerde 
Grad (1, 16, 81....) kaldes henholdsvis Kvadrattal, 
Kubiktal og Bikvadrattal. Den m*« Rod af et Po- 
tenstal af m*® Grad er et helt Tal, medens den m*® Rod 
af ethvert andet Tal ikke kan være et helt Tal. En 
saadan Rod kan heller ikke være en Brøk, thi 
en Potens af en uforkortelig Brøk er atter en uforkortelig 
Brøk (I, 100). Saaledes kan f. Ex. 1/2 ikke være noget 
helt Tal, da 2 ikke er et Kvadrattal; da nu 1/2 heller 
ikke kan være en Brøk, kan man ikke finde noget Tal, 
hvis Kvadrat nøjagtigt er 2, men man kan finde et Tal, 
hvis Kvadrals Forskjel fra 2 er mindre end enhver given, 
selv nok saa lille Størrelse. Saaledes er 1,42<2, men 
1,52 > 2; I,412<2, men 1,422>2; 1,4I42<2, men 
1,41 5^ > 2 o.s.v. For hver Decimal, man føjer til, bliver 
Kvadratets Forskjel fra 2 mindre og mindre, og man kan, 
ved en Methode, vi senere lære, drive Tilnærmelsen &aa 
vidt, som man vil. Man kan derfor sige, at l/2 kan ud- 
trykkes ved en Decimalbrøk med uendelig mange Deci- 
maler. Denne Decimalbrøk kan ikke være periodisk (I, 1 1 7). 

Saadanne Størrelser, der ikke nøjagtigt, men med 
saa stor Tilnærmelse, som man vil, kunne udtrykkes ved 
Brøker, kaldes irrationale i Modsætning til de hele 
Tal og Brøkerne, som kaldes rationale Størrelser. I 
Geometrien viser man, at Diagonalen i et Kvadrat, hvis 
Side er 1', er 1/2', og i det Hele taget er det kun und- 
tagelsesvis, at Forholdet mellem to af en Figurs Linier 
kan udtrykkes ved et rationalt Tal. Andre Anvendelser 
af Algebraen fører os ligeledes til irrationale Størrelser, 
og det er derfor nødvendigt at undersøge disse nærmere. 

3. Da en irrational Størrelse kan betragtes som en 
Decimalbrøk med uendelig mange Decimaler, maa alle 



de Sætninger, der gjælde om Decimalbrøker, hvormange 
Decimaler de end have, ogsaa gjælde om irrationale Stør- 
relser. I Virkeligheden kan man i Reglen ikke regne 
med selve de irrationale Størrelser, men man maa som 
oftest erstatte dem ved rationale Størrelser, der have til- 
nærmelsesvis samme Værdi. Skal man f. Ex. finde Vær- 
dien af 1/2 + 1^3) J^an delte kun gjøres med Tilnærmelse, 
idet man for 1/2 og ]/Z sætter Decimalbrøker; hvor mange 
Decimaler man skal tage med, beror da paa den Nøj- 
agtighed, som den stillede Opgave af praktiske Hensyn 
kræver. Regner man med Bogstaver, kan man ikke an- 
give Tilnærmelsesværdierne, og man kan da kun anvende 
saadanne Sætninger, som gjælde almindeligt. Saaledes 
kan Udtrykket l/a -f- 1/^ ikke skrives simplere, saalænge 
vi ikke for a og 6 sætte bestemte Tal, og gjøre vi det, 
er det endda kun undtagelsesvis, at Udtrykket kan re- 
duceres. 

Rodstørrelser kaldes ensbenævnte, naar de have 
samme Rodexponent, de kaldes ensartede, naar de 
desuden have samme Tal under Rodtegnet. 

Vi skulle nu bevise de vigtigste Sætninger, som 
gjælde om Regning med Rodslørrelser. 

4. Man kan uddrage en Rod af et Produkt 
ved at uddrage den af hver Faktor for sig. 

m m m /m m \m Im \mtm \m 

V'ab = Va.Vb, thi \Va .Vh] = \Va) \]/b) = ab, (1) 

Heraf følger, at en Faktor kan flyttes udenfor 
et Rodtegn, naar man først uddrager Roden af 
den og omvendt, at en Faktor kan flyttes ind under 
Rodtegnet, naar den først opløftes til Potensen; man 
har nemlig 

m m m m 

yaH == l/a"*, 1/6 = aVb. 
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For at flytte de rationale Faktorer udenfor Rodtegnet, op- 
løser man Potensen i Primfaktorer, dersom man ikke strax 
kan se de Faktorer, af hvilke Roden kan uddrages. 

Exp. |/8 = V'O = 2|/2 ; 1/75 = 51/3; 1/98 = 71/2; 
PbA = ^^2772 = ip2] /2527 = V'T9Vf = iWT. 

m m , 

j/Qm+i5m+2 = abVab^ ; Va^b^c^d^ == abc^d^Vbd; 
l/3a2 _ g^^ _|_ 3^2 _, (a— 6)^/3". 

Af (1) følger endvidere, at man multiplicerer 
to ensbenævnte Rodstørrelser ved at multipli- 
cere deres Potenser, medens Exponenten bliver 
uforandret. 

Exp. l/2^^3 = V6; f'i ^16 = V'8"= 2; l/'||/l=I; 

(a + Vb)ia — Vb) = a^—b; 

iVa + \/by = a + 6 + 2l/a6 ; 



tn tn ffi 

VoT'-^b.yah^-^ = l/a^«6'» = ab\ 

1/2+W 1/2 — 1/3 = 1/4^^ =- 1 ; 

(2/3 + 3 1/2) (3^3 + 2 1/2) = 30+13V6; 



(1/5 + 1)^6-21/5 = y(l/5+l)'(6-2K5) 

== l/(6 + 2k'5)(6— 2K5) = 4. 

5. Man kan uddrage en Rod af en Brøk ved 
at uddrage Roden af Tæller for sig og Nævner 
for sig. 



^ m /»», t wi 



" 1/6 \]/b] " 

Oftest multiplicerer man før Roduddragningen Brøkens 
Tæller og Nævner med et saadant Tal, at man kan ud- 
drage Roden af Nævneren. Man ser desuden af (2), at 



ensbenævnte Rodstørrelser divideres i hin- 
anden ved at deres Potenser divideres. 

m 

v6. Skal man udføre en Potensopløttning og 
en Roduddragning efter hinanden, er Ordnen 
ligegyldig. 

^aP = [Vaj, thi \\Vaj) = ((l/aj f = o^. (3) 

Exp. W^ = (f^)'' = 2*^ ; (1/2)' = 4V2. 

7. Man uddrager en Rod af en Rod ved at 
multiplicere Exponenterne ; disses Orden er altsaa 
vilkaarlig. Omvendt kan en Roduddragning erstattes ved 
flere andre, naar Exponenten er et deleligt Tal. 

Ta-= V^^, thi (P^)'"L [^V^)l^a. ,4, 

Exp. ^256 = VyV266 = VV^ = VT ^ 2 ; 

fV^=^ V^7; ^K^ = i^]/a^ = ]/a. 

8. Potens- og Rodexponent kunne divi- 
deres og multipliceres med samme Tal. 

Af 6, 7 Og 8 følger, at, dersom man skal udføre 
flere Potensopløftninger og Roduddragninger efter hin- 
anden, er Ordnen ligegyldig; man kan forkorte Potens- 
exponenterne mod Rodexponenterne, som om de vare 
Tællere og Nævnere i Brøker, der skulde multipliceres; er 
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delte gjort, multipliceres alle Rodexponenlerne for sig 
og alle Potensexponenterne for sig. 

Deraf følger da, at man kan uddrage en Rod 
af en Potens ved at dividere Rodexponenten i 
Potensexponenten, dersom Divisjonen gaar op. 

Exp. \/a^ = pd^'^ v^a = V^o^ = V^^ = V^o* o. s.v. 

/_6/5 \10 3 3 eg q 

9. Addition og Subtraktion. Dersom Rodstørrelser ere 
ensartede, adderes og subtraheres de som andre ens- 
artede Størrelser. Staar der forskjellige Tal under Rod- 
tegnene, kan Additionen eller Subtraktionen kun udføres, 
dersom Rodstørrelserne vise sig at være ensartede, naar 
de rationale Faktorer ere flyttede udenfor. 

Exp. 5l/3"+ 31/3"— 2V'F= 6^3"; 1/8 + 1/50 = 7 VT 

31/27 — 21/3 + 51/12 — 2l/75 + 1/147 = 1 AV¥. 

f 16 - tV^2"+ iV^M = V V^2"; 



Va^m + Vb^m — Vahn — Uhm + b^m = ^Wm ; (a>h) ; 

V/5| - lysl + 1/T2 ~ 21/;V + ^1^2^ ~ 1^^ 
_ l/TO , 1/2573 ^^ c,Vl ,. 1/2573 y^, 

l/3"(|-|+2-/^+V-l) = ffl/3". 

10. lultiplikation og Divi^on. Man skaffer Rodstør- 
relserne samme Rodexponent og kan da anvende Reg- 
lerne i 4 og 5. Til fælles Rodexponent tages Rodexpo- 
nenternes mindste fælles Mangefold; i dette divideres 
hver enkelt Rodexponent, og med Kvotienten multipliceres 
Rod- og Potensexponent. Man maa erindre, at, hvor der 
ingen Potensexponent staar, er 1 underforstaaet, medens 
2 er underforstaaet, hvor der ingen Rodexponent staar. 



g A fi fi ft 6 

Exp. Ko". Va: K«^ = Ka* . Ko^ : yo^ = 1/7= 1. 

3 4 6 12 12 12 12 4 

Va^ : Vcé^ . Va^ = Va^* : l/a?6« . Va*b^ = l/a» = Va*. 
(VT+ l/e")* = 8 + 4 VF; (— 1 + VbT = 6 — 2 V5". 

V'2 + 1/¥V^2— Vy= 1^(2'+ l/f)* (2 —W)* = ]/2-^vT. 
(3 1/2 4- 2 V'S — Ve) (3 1/2 + 2 1/3 4-1/6) = 12(2 + |/6). 

Q Q Q g 9 

(v/32 + p/e + yi) (1/3 - y2) = 1. 

1 1 . Bortskaffelse ht irratiouale Næfnere. Man kan altid 
skaffe en Brøk, i hvis Tæller og Nævner findes Rodstør- 
relser, rational Nævner. Her ville vi dog kun vise dette 
for to Tilfældes Vedkommende. 

1) Nævneren har Formen a]/b] man multipli- 



cerer da Brøkens Tæller og Nævner med Vb**—K Inde- 
holder b Faktorer i højere end første Potens, multiplicerer 
man kun med den n*® Rod af et saadant Tal, at alle Fak- 
torerne faa Potensexponenter, der ere delelige med n. 



8.— 



Ex ^.= Yl' _L = 1^. .1/2 ^ 1/6 
^^' 1/2 2 ' ^3- 3 ' 1/75 15 * 

2) Nævneren indeholder kun Kvadratrødder. 
Er Nævneren Vci-\-Vb ^ multipliceres Tæller og Nævner 
med l/a — Vb. Er Nævneren Va + Vb -\-Vc , multipli- 
ceres med Va-^-Vb — Ve , hvorved den ny Nævner 
bliver {Va+Vbf--c = a + b — c+2V'^b. Multipli- 
ceres nu Tæller og Nævner med a + b — c — 2l/a6, faar 
man rational Nævner, Har Nævneren flere Led, kan man 
gaa frem paa samme Maade, idet man hvergang bort- 
skaffer én Rodstørrelse; man maa blot erindre, at man 
kun skal udføre Multiplikationen af Rodstørrelser, naar 
Produktet bliver rationalt,- da man ellers indfører ny Rod- 
størrelser; skal man multiplicere l/a med Vb, skriver 
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man altsaa Va ]/& og ikke l/a&. Dersom den Rodstør- 
relse, som man vil bortskaffe, findes som Faktor i flere 
Led, sættes den udenfor en Parenthes. 

Exp. ^^+vb iv^-^vty 



k2 



2^3 + 91/2 _ —501/3 _ j/^ . 
2 + 3J/6 —50 

1/2+1/3 — V'e ^ 11+2V^6 — 41/3 — 6V^2 
V/2 + 1/3 + I/6 "" ()/2 + l/3f— 6 

^ 35 + 241/6 — 28 1/3 — 30V^2 

23 

1 1 _}_y2 + l/3 — 1/5 



1 + 1/2 + 1/3 + ^5. 1+21/2 + 21/3(1+^2) ' 

hvor Tæller og Nævner multipliceres med 

1+21/2-21/3(1 + 1/2), 
hvorved den ny Nævner bliver — 27 — 201^2 o. s.v. 

12. Rodtegns BortQernelse af Ligninger. Dersom en 
Ligning indeholder en enkelt Rodstørrelse, isoleres denne, 
og man opløfter de to lige store Størrelser til den samme 
Potens. Er der flere Kvadratrødder, isoleres en af disse, 
og man kvadrerer paa begge Sider, idet man gaar frem 
som ved Bortskaffelse af irrationale Nævnere, for ikke at 
føre ny Rodstørrelser ind. Ere Rodstørrelserne bort- 
skaffede, siges Ligningen at være bragt paa rational 
Form. Dette kan altid gjøres, hvormange Rodstørrelser 
der end findes, men vi ville her ikke betragte andre Til- 
fælde end de nævnte. Bekjendte Rodstørrelser bortskaffes 
ikke af Ligningen. 



Exp. 1/^—4 + |/2 = 1 ; l/ar- 4 = 1 — 1/2 ; 
o? — 4 = 3— ^>/2; Æ==7 — 21/2. 
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1«. 



V^+i + Vo!-^ = 2; 
j. + 1 = (2 — V^^Y = « + 1 — 41/^^ . 



Exempler til Øvelse. 

1. 0^8 — J/I2+ 3K2 T- 21/75 + 1/200 — 3VT47 — ViS.- 

2. l/2k'4V'32:V'8:|/2. 

3. (31/2 - 2k'3)* - (1/2 - 31^3 )* - (2 — 1^3 )*. 

^ 21/3 — 1/2 iV2 — VZ 1/2 — 1/3 1 

1^3"+ 1/2 21/3 — 1/2 4-1^6 



5. Øii'-^vm + m-V^-hVH. 

o Q a g g 

«. 1^81 — 21^3 + 1^ — V/l6 + 5y^. 



m m m 



7. l/a'»+» — bVa*"+* + cy/ai™+». 



8. l/aisjis — 2i/a»é8 — 3l/a6' + abVa^b^ 

9. ipa — Vb) iVa — Vb) (k'a + V'*') • 






U. l/2a2+ 4^ _^ 2^2 _ y2a^ — Aab~+ 2b'\ 



12. Vx+S + j/^+3 = 5. Find a. 

13. (2 — 1/3 ) : (7 — 4 V'3 ) (3 -f V'S ) : (3 — 1^3 ) . 

^.. 2 + l/3-■3^/2 ^^ 1 

*»• I .,7r . ^w:r ' 16. 



2_K3 + 31/2 l/a + J/6 + l/c ' 

3, -r 6 



17. V2 + VZ V2 — V^ Vil + 4 1/3 ) (2 + 1/3 )'. 

18. l/iS^^f '^T-fl + 2a; = 5. Find x. 

19. Hvad er A:|/4 — (yV, naar A = -J(l/5— l)? 
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2t. (V^3 + 2|/2 + Vz — 2 1/2 )', 

Q Q a 

21. j/l +^ + vr^^ =- v2. 



22. ^6^+10 = 2 + J/5j?. 

23. ^1^' == ,+^^-^^ 

V'Sæ? + 1 2 



24. v^ + y^ — yi-:.^ = I. 

26. (v'.^ + v^ + v'^;^^) (l/^ - V^) . 

27 (3 + J^3 ) y 5 ^ 2) (^/5 "+ 3) 
H5 (V'S— 1) (l/3 + l) 



28. 1/æ + 4 + 1//P — 5 = 9. 



29. 1/3 + 1/5 : 1/3 — 1/5 V7 + 3V'15. 



3«. (a + l/a2 — 6)' (a — Va« — 6)'. 



Brudne Exponenter. 



p 



13. Efter vor Definition af Potens har a^ ingen 
Betydning, undtagen naar q gaar op i p. I dette Til- 
fælde er 

a? = VaP; (1) 

L g — 

vi vedtage nu i alle Tilfælde at lade a* betyde yaP ; 
Rodstørrelser kunne derved skrives som Potenser, og vi 
skulle vise, at man kan regne med disse Potenser efter 
de samme Regler, som gjælde, naar Exponenterne ere 
hele Tal: 
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p_ L q » q» i>'+i^ £.r 



?*. 



pi^qr 






Vort Potensbegreb er herved saaledes udvidet, at 
Exponenten kan være hvilketsomhelst helt eller bruddent, 
positivt eller negativt Tal. Exponenten kan da ogsaa 
være irrational, idet vi i saa Fald ved Potensen forstaa 
den Størrelse, til hvilken vi nærme os mere og mere, 
naar vi for Exponenten sætte Brøker, der nærme sig 
mere og mere til den irrationale Exponents Værdi. 

Exp. 2^ 2^ 2^ = 2 ; (a*)^ : (a*)* = a^^ ^']/a. 

— q 

(j)"*== 2*= 1/2; p'a = a«=l; y/a^a^. 



Kvadratrodsuddragning. 

14. Vi skulle nu vise, hvorledes man kan finde 
Kvadratroden af et helt Tal med saa stor Nøjagtighed, 
som man vil; vi ville først vise, hvorledes den findes 
saa nøjagtigt, at Fejlen er mindre end 1 (med Fejl- 
grænsen 1). For et Tal med et eller to Ciffre kan Kva- 
dratroden strax bestemmes med den angivne Nøjagtigbed, 
idet man kjender de første Kvadrattal 

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100 



u 



15. lYadrttrtden tf Tal aed 3 dier 4 (Hfjre. Disse 
Tal ligge mellem 10^ og 10^; det søgte Tal maa derfor 
ligge mellem 10 og 10^, og er altsaa et tociffret Tal; vi 
ville betegne Giffrene ved a og b; Tallet er da 10a + b. 
Dersom det givne Tal er iV, maa man have 

JV == (iOa+6)2 + i2, 
hvor R betegner Resten, det vil sige Forskjellen mellem 
det givne Tal og det nærmest lavere Kvadrattal. Lig- 
ningen 

JV = 100a^+20ab-i-b^ + R 

viser nu, at man maa have 

N>100a\ hvoraf a< |/^. 

Da a er et helt Tal, kan man for iV: 100 tage det Tal, 

som man faar, ved at bortskjære det givne Tals Tiere 

og Enere; da man derved faar et Tal med et eller to 

Ciffre, er a bekjendt. Er saaledes A^=536, bliver 

a<V'5", altsaa a = 2; er iVr=8738, bliver a<V'87, 

altsaa a = 9. 

Naar a er fundet, faar man 

N— lOOa^ ^ b^ + R 

20a "^ 20a • 

Da her den sidste Brøk oftest er mindre end 1, kan man 

med Tilnærhi^lse • sætte, \. ^ 

iV~i00a^ _ , 
20a ~^' 

er b derved fundet, findes Resten, idet man fra N — 100a* 

subtraherer 20aft + *^ e'ler (20 a + 6)6. Dersom man 

derved faar en negativ Rest, viser dette, at den ovenfor 

bortkastede Brøk har været større end 1. Vi have derfor 

taget Værdien af b for høj og maa nu prøve med en 

Værdi for 6, der er 1 lavere og saaledes videre, til vi 

faa en positiv Rest. 
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For at vise, hvorledes RegniDgerne skrives, ville vi 
beregne ]/8927. 

89|27 = 100a2+20a6 + 62+i2 a = 9 

_81 = lOOgg 

184) 8 27 = 20cA + *^ + i2 
7 36 = {2a + b)b 
di = E 
Først finde vi a = 9. Efter 81=9* er underforstadet 
2 Nuller. Foran 827 (A^— lOOa«) skrive vi 2.a = 18 
og finde b = 4t ved at dividere 18 i 82 (180 i 827); det 
fundne Gifl'er 4 føjes efter 18 og 184(20a-f6) multipli- 
ceres med 4(J); vi faa derved 736 (20a64-i2), og finde 
Resten 91 ved at subtrahere 736 fra 827. Man har saa- 



ledes V8927 = 94 , hvor Fejlen er mindre end 1 , eller 
nøjagtigt 8927 =942 + 91. 

16. Flerciffrede TåL Dersom Tallet har 2n—l eller 
2n Ciffre, ligger det mellem lO^«-« og 10*«; dets Kva- 
dratrod ligger da mellem 10**~* og 10" og skrives derfor 
med n Ciffre. Inddele vi Tallet fra højre mod venstre i 
Klasser med to Ciffre i hver Klasse (den første Klasse 
tilvenstre med et eller to Ciffre), faar Kvadratroden derfor 
ét Ciffer for hver Klasse. 

Kvadratroden kan ogsaa i dette Tilfælde skrives som 
10a + 6, men a er da selv et flerciffret Tal, der findes 
ved at man uddrager Kvadratroden af Tallet, efterat den 
sidste Klasse er bortskaaren. Kjender man denne Kva- 
dratrod, findes b og R som før; kjender man den ikke, 
sættes a=10aj4-ftj, en Klasse bortskjæres, og a^ 
findes, idet man uddrager Kvadratroden af det Tal, der nu 
staar o.s.v. Fortsætter man paa denne Maade, kommer 
man tilsidst til et a, der har ét Ciffer, og som findes, 
idet man tager Kvadratroden af den første Klasse; er 
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dette a fundet, findes det tilsvarende b som ovenfor vist, 
og man kjender nu to Ciffre, altsaa det næste a; derved 
findes det næste h o. s. v. Hvergang man. har subtraheret, 
trækkes den næste Klasse ned; ved Divisjon med det 
dobbelte af det fundne Tal findes nu et Ciffer til, o.s.v. 



Exp. ^711231711561 1 2 = 84402 

164) 723 
656 
1684) 6771 
6736 
168802) 355612 
337604 

18008 = E. 

Efter al have subtraheret 8^ =• 64 og trukket den næste 
Klasse ned, skrive vi 2.8 = 16 foran 723. Det næste 
Cifl'er er da 72:16 = 4, der skrives efter 16, samt i 
Resultatet. 164 multipliceres med 4 og giver 656; man 
subtraherer, trækker ned og skriver 2.84 = 168 foran 
6771. Det næste Ciffer er 67:16 = 4, der skrives i 
Resultatet og efter 168 o.s.v. 

Dersom et Ciffer bliver* O, skrives dette blot i Re- 
sultatet, og man trækker den næste Klasse ned. 

17. Restens Størrelse. Dersom man har fundet 
l/iV=a (Rest jB), maa man have 

N == a^+R] N < (a+l)2. 

Heraf følger E < 2a + 1 , 

der viser, at den størst mulige Rest er det dob- 
belte af det fundne Tal. 

For at undersøge, om den søgte Rod ligger nærmest 



^ j 
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ved a eller ved a + 1 , prøver man , om a -{- ^ ^^ større 
eller mindre end Roden; nu er 

(a + i)2 = a2 + a + -l-; N = a« + Æ. 
a + I er derfor større end Roden , dersom 22 > a + -J , 
mindre end Roden , dersom iZ < a -|- a. Man forhøjer 
derfor det sidst fundne Ciffer med en Enhed, dersom 
Resten er større end den fundne Rod; man faar derved 
en Rod, der er for stor, men Fejlen er mindre end |. 



Exp. 1/6115 = 78 (R. 31). 1/611524= 782. 
1/956484 = 978; 1/57198969 =- 7563. 



1/1607448649 = 40093; 1/236144689 = 15367. 



8 .— 



]/429981696 = 144. j/282429536481 == 27. 

18. Kvadratroden med Vejlgrænsen — . Dersom man 

p 

vil uddrage Kvadratroden af et Tal N saa nøjagtigt, at 

Fejlen er mindre end en vis Brøk — i med Fejlgrænsen — j , 

uddrager man Kvadratroden af Np^ og dividerer derpaa 
Resultatet med p\ man har nemlig 

V'iV = ^^; 

P 

uddrages V^p'^^ finder man et helt Tal a, saa at 

« + 1 > ]/Np^ > a, 

allsaa "fi+l >]/-W >-, 

p p' 

hvorved l/iV er fundet saa nøjagtigt, at der ikke mangler — . 

Skal man finde l/iV med n Decimaler, sættes p = 10**; 
man faar da 

^ I0» ' 

der viser, at man til Tallet skal føje 2 Nuller for hver 
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Decimal, man ønsker, og at de n Giffre, der findes ved 
Hjælp af de tilføjede Nuller, ere Decimaler. 

Exp. l/F= 1,414 ; yT= 1,73205 . . . 

I/n (F. tV) = ?f ; VT\ (F. ^V) - ¥/. 

19. Kfadråtrodsttddragiiiiig af irøker. Man uddrager 
Roden af Tæller for sig og Nævner for sig, efter først 
at have skrevet Brøken saaledes, at Nævneren 
er et Kvadrattal. Man kan ogsaa forvandle Brøkea 
til en Decimalbrøk; for at uddrage Kvadratroden af 
en saadan, inddeler man i Klasser fra Kommaet til begge 
Sider, idet man tilføjer et Nul, dersom der er et ulige 
Antal Decimaler; man opnaar derved, at Brøkens Nævner 
bliver en Potens af 10 med lige £xponent, og Kvadrat- 
roden heraf er atter en Potens af 10. 

Er Brøken 0,0000 ..ab . ., bliver Resultatet 0,00 . . c . . 
med et Nul efter Kommaet for hver Klasse af to Nuller 
i Tallet; det første Ciffer c af Roden, der ikke er Nul, 
(det første betydende Ciffer) findes da som Kvadratroden 
af den første Klasse i Tallet, der ikke bestaar af to 
Nuller, og man regner videre som ved hele Tal. Man 
har nemlig f. Ex. 

t/0,00|05|6O = ^^ = ^^ = 0,023 . . 
Exp. l/-i = 4^ = ?4^ = 0,774.. =V0;6. 
1/4- = ^ = i?^ = 0,577 . . = 1/0,333333 . . . 



^0,00789 = 0,0888 . . . ; VlO/o = 3,21 ; ]/^^ = 0,645 . . 

20. KTadratrodsnddragning af Polynomier. Dersom det 
ordnede Polynomium er iV, maa det første Led af 
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Roden være Kvadratroden af det første Led af N\ de 
følgende Led findes da som ved Tal, kun med den For- 
skjel, som følger af, at Leddene ikke her betegne Enere, 
Tiere o. s. v. ; man faar altsaa 

JV = a« + 2a6 + 6« + R, 
hvor a er det første Led af Roden, medens det næste 
bestemmes som første Led i Kvotienten 

N—a^ 

2a ' 



Exp. Va^—^a^b-{-6a^b^-^Aab^-^b^^a^—2ab + b^ 



a* 



2a^—2ab) — AaH + 6a«^« — 4ab^ + 6* 

— Aa^b + Aa^b^ 

2«« — Aab + b^) 2an^ — 4a6» + ft* 

2aH'' — 4a6« 4- 6* 
O 
Det dobbelte af a« er 2a2, der, divideret i — éa^i, 
giver det næste Led — 2a6, der lægges til 2a2, hvorpaa 
2a^ — 2ab multipliceres med — 2ab o. s. v. 



Exp. 1/4^4 __ i2æ?»+ 13«« — 6æ?+ I = 2æ?2~3æ?+ 1. 



1/9^6— 6.^5— 5^*— 4.'c»+3.2?24-2a? + 1 = 3^8— æ?«— or — 1 . 



Kubikrodsuddragning. 

21. De første Kubiktal ere 

1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729; 
man finder derved yN med Fejlgrænsen 1 , dersom 
iV< 1000. Har N flere Cifl're, faar V^ saamange Ciflfire, 
som man faar Klasser, ved at inddele Tallet i saadanne 
fra højre mod venstre, med tre i hver Klasse; et Tal 
med 3w — 2, 3n — 1 eller 3n Cififre ligger nemlig mellem 
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jQ8«^8 Qg løsn. (jg^g Kubikrod maa da ligge mellem 
10*~* og 10** og følgelig skrives med n Cififre. 

Sætte vi ]/N = iOa + ft , 

faa vi iV = lOOOa^ + SOOa^i + ZOab^ + i« + ii, 
der viser, at a'^ indeholdes i Tallets Tusender, og at a 
derfor findes, naar man uddrager Kubikroden af iV, efter 
at have bortskaaret de tre sidste Ciffre. 

Er a fundet, faar man 

iV— lOOOa« _ ^Oab^ + b^ + R 

hvor den sidste Brøk oftest er mindre end 1 ; man finder 
derfor 6 ved at dividere N — lOOOa^ med 300a*, men 
kan derved faa en for stor Værdi; man søger nu Resten 
ved at subtrahere 300a^6 + 30a&2 + b^ ; faas Resten 
derved negativ, maa man tage b en Enhed mindre og 
saaledes videre, til man faar en positiv Rest. Dersom a 
selv har flere Ciffre, maa disse findes efterhaanden, idet 
man sætter a = lOa^ + b^ og saaledes videre, til man 
kommer til et a, der findes som Kubikroden af den første 
Klasse. 1 Exemplet er skrevet a og 6 for a^ og 6i, da 
dette ikke kan misforstaaes. 



Exp. i/834|516|4l9 = 941 

729 = lOOOaS 

10^516 = ZOOa^b + ^Oab^ + fcs ^ jj 
3a2 = 243 972 = 300a26 

1055 . 432 = 30a62 
o = ^ 



243 64 = t« 

101584 



a = 94 3932419 = 300a26 + 30a62 4- 63_|_ 72 
3a2 = 26508 26508 =3000^6 
6—1 2821 =30a&*+6» 

2653621 

1278798 = 22. 



2! 



Exemplet viser ,* hvorledes Regningen opstilles i 
Praxis; man kan imidlertid give den en Form, der letter 
Udførelsen, idet man benytter det ene Sa^ o. s.v. til Be- 
regningen af det næste. Regningen i Exemplet ovenfor 
bliver da saaledes: 



2741 


243 


834 516 419 (941 


8| 


1096 


729 


2821 


25396 


105516 




1^ 


101584 




26508 


39324(9 




2821 


2653621 



2653621 1278798 

I den første Kolonne skrives 27 (3a), i den anden 243 (3a2); 
derpaa findes 6 = 4, som føjes efter 27, hvorpaa 8 (26) 
adderes til det fundne Tal. 274 (30a + b) multipliceres 
med 4 (b) og det fundne Tal 1096 (30a6 + 6^) adderes i 
den anden Kolonne til ZOOa^] man faar derved 25396 
{WOa^ + ZOab -\- b% der multipliceres med 4(6), hvorved 
man finder det Tal, som man skal subtrahere i den tredje 
Kolonne, for at finde den første Rest. 1 den anden Ko- 
lonne skriver man nu 16 (6^), og denne og de to forrige 
Rækker adderes ; man faar derved 26508 (300a2 + 60aft 
+ 362) eller 3.942(3(i0a + 6)2), som netop er det ny U^. 
iMan finder nu det næste Cifi'er 1, som føjes til det sidste 
Tal i første Kolonne o. s.v. Man ser, at man ved denne 
Ordning kun har Additioner og Multiplikationer med 
enkeltcifi'rede Tal at udføre. Vi ville anføre endnu et 
Exempel : 
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152) 


75 


144 235168 531 


304 
7804 


125 (5244 


1564 


19235 


8 


4 


15608 


15724 


8112 


3627168 




6256 


3269824 




817456- 


357344531 




I ej 


329742784 




823728 


27601747 




62896 






82435696 





22. For at uddrage Kubikroden med Fejlgrænsen — , 
sætter man 



]/A^ = 



VNp 



3 



For at uddrage Kubikroden af en Decimalbrøk, deler 
man denne i Klasser med tre Ciffre i hver, idet man 
gaar ud fra Kommaet; ere de første Ciffre 0,00 . . ., faar 
man et Nul i Resultatet for hver Klasse af Nuller i 
Tallet. Almindelige Brøker forvandles til Decimal- 
brøker, eller skaffes Nævnere, der ere Kubiktal. 
Rigtigheden af de angivne Methoder indses som ved 
Kvadratrod. 

For at uddrage Kubikroden af et Polynomium ordnes 
dette, og man gaar frem som ved Tal, med den For- 
skjel, som medføres deraf, at de enkelte Led ikke her 
ere Tiere, Hundreder o. s. v. 

Man faar altsaa her 
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Exp. 

]/a^ — 6a5 + 1 5a4 — 20a^+ 1 Sa« — 6a + 1 = a« — 2a + l 

— 6a^ 

— 6a6+15a*— 20a8 + l5a2 — 6a4-t * = To*" 

— 6as ' 
+ 12a* 

— 8a3 



a« 



3a*— I2a3+15a2 — 6a+l *=l^ 
3a*— 12a8+12a2 

3a2 — 6a 

+ 1 



4 



O 



Regning med tilnærmede Tal. 

23. Vi have lært at bestemme en enkelt Kvadrat- 
eller Kubikrod med saa stor Nøjagtighed, som vi ønske; 
dersom man har et sammensat Udtryk, hvis enkelte Dele 
kun kunne beregnes med Tilnærmelse, maa man imidler- 
tid undersøge, hvilken Nøjagtighed man skal benytte i 
JVlellemregningerne, for at faa en vis opgiven Nøjagtighed 
i det endelige Resultat. Man regner i saadanne Opgaver 
næsten altid med Decimalbrøker, og vi ville derfor her 
forudsætte, at Opgaven er, at bestemme et Udtryks Værdi . 
saaledes, at et vist givet Antal Decimaler ere paalidelige. 

Hvert Led maa beregnes med det samme 
Antal Decimaler; dersom et Led har flere paalidelige 
Decimaler end et andet, har man nemlig ingen Nytte 
deraf, da de tilsvarende Decimaler i Resultatet maa blive 
upaalidelige. 

Man beregner derfor, hvis Leddenes Antal ikke over- 
stiger 10, hvert Led med én Decimal filere, end man 
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ønsker i Resultatet; da Fejlen i hvert Led, udtrykt i den 
sidste søgte Decimals Enhed, er mindre end ^^, bliver 
Fejlen i den flerleddede Størrelse mindre end 1. 

Dersom man skal beregne f. Ex. 51/3 med Fejl- 
grænsen a, maa V 3 beregnes med Fejlgrænsen ^a, thi 
Fejlen bliver efter Roduddragningen multipliceret med 5. 

VT 
"Skal man derimod beregne f. Ex. — — med Fejlgrænsen 

a, kan man nøjes med at beregne V 3 med Fejl- 
grænsen 5a. 

Exp. 7 l/T— tV VT+ j^^ l/T— 208 1/TT 
skal beregnes med 4 rigtige Decimaler; hvert Led be- 
regnes da med 5 Decimaler. V 3 uddrages med 6 Deci- 
maler, da 1/ 3 skal multipliceres med 7; V^ 5 uddrages 
med 4 Decimaler, da Divisjonen med 12 gjør den 5*® 
Decimal paalidelig; Vi uddrages med 3, V\\ med 8 
Decimaler. 1 det endelige Resultat beholdes da kun 4 
Decimaler. 

24. Dersom man skal finde de n første Ciffre af 
Kvadrat- eller Kubikroden af et tilnærmet Tal, behøver 
man kun at finde de n -[- 1 første Ciffre af dette og til- 
føje Nuller for de øvrige. Skal man f. Ex. finde de 4 

første Ciffre af V^^ + VT, finder man l/T«- 1,732 og 
bestemmer derpaa 1/13,732000; den Fejl, der kommer i 
Resten er højst 999, men da det fundne Tal (uden Hen* 
syn til Kommaet) bliver større, kan denne Fejl ikke for- 
aarsage en Fejl af t^ i det sidst fundne Ciffer; en lig- 
nende Betragtning kan apvendes ved Kubikrod. 

Skal man finde et vist Antal Ciffre af en Kvadratrod, 
kan man finde de sidste ved en Divisjon; lad nemlig )/iV 
være søgt og a være det fundne Tal, lad a+æ være den 
nøjagtige Værdi; vi have da 
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altsaa 2aæ + a^ = R: æ? = ^r -zr-i 

' 2a 2a' 

R 
dersom vi altsaa til det fundne Tal addere ^r- 1 ville vi 

2a' 

faa et Resultat, der er ^r- for stort: vi kunne tænke os, 

' 2a ' . 

at N er et helt Xal og a = VJSl med Feilgrænsen 1. 
æ er da mindre end 1 og ^ < ^ ; vi kunne derfor paa 

denne Maade, naar vi have fundet n Ciffre, finde n eller 
i al Fald n — 1 Ciffre til, ved den angivne Di visjon; ved 

Kubikroden kan man paa lignende Maade indse, at man, 

R 
ved til a at addere —^^ kan finde n eller, under ugunstige 

Omstændigheder, mindst n — 2 Cififre til. 



Exp. 1/6643; a = 75; 22 = 18; i2:2a = 0,12 

altsaa V5643 == 75,12; uddrages Roden paa almindelig 
Maade, faar man 75,1199. 



Exempler til Øvelse. 
1. l/TT — 3 1/T+ tV VT9 — V^fiOl (^ I>ec-) 

2 + 1/5 



3. 1/0,05 — 1 )/ 7 + 1/ A (3 Dec.) 

4. 1^2 + 1/T+ VY^ l/T (3 Dec.) 



5. 1/3 + 1/5+1/3 — 1/5 (4 Dec.) 
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Reelle og Imaginære Størrelser. 

25. Vi have hidtil ved Roduddragning kun omtalt 
de numeriske Værdier; skal man uddrage en Rod af et 
Tal med Fortegn, bestemmes Resultatets numeriske Værdi 
paa den tidligere angivne Maade, medens dets Fortegn 
bestemmes efter følgende Regler: 

Er Rodexponenten et ulige Tal, faar Roden 
samme Fortegn som Potensen. Den sædvanlige 
Prøve viser, at Sætningen er rigtig. 



Exp. V^^S = — !^, thi (—2)3 8; 



2n — 1 



l7— 1 = — 1; i/+32 = 2; 

(— 27)^ = (v/^=^)2 = (— 3)2 = 9. 

En ligeRod af et positivtTal hartoVærdier, 
idet Fortegnet baade kan være + og — , thi 
baade et positivt og et negativt Tal give positive Re- 
sultater, naar de opløftes til lige Potenser. 

Exp. 1/16 = -j- 4 1/ I = ±1; 



Va^— 2ab + b^ = -^-(a — b). 

Man har vedtaget at benytte brudne Exponenter, 
naar man taler om begge Rodens Værdier, medens man, 
naar man benytter Rodtegn, kun mener den ene Værdi; 
i de anførte Exempler bør altsaa skrives 

l6^=dbVT6 = ±4; (a^ — 2a6 + ft2)i = _j-(a— 6)o.s.v.; 
derimod er 

1/16 =.4; — l/T6 = — 4; Va^ — 2a6 + 6^ _ |« — *^ 

[b — a 

hvor man læser a — i, naar a>6, men b — a, naar 

i > a. 

Man maa derfor, naar man benytter Rodtegn og mener 

begge Værdier, sætte dobbelt Fortegn for Rodstørrelsen. 
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En lige Rod af et negativt Tal er hverken 
positiv eller negativ, da man ikke ved Potens- 
opløftning kan faa negativt Resultat, naar £xponenten er 
et lige Tal. 

26. Man kan udvide StørreUebegrebet saaledes, at 
ogsaa en lige Rod af et negativt Tal faar Betydning. De 
ny Størrelser, der hverken ere positive eller negative, 
kaldes imaginære, i Modsætning til de positive og 
negative Størrelser, der kaldes reelle. ]/ — 4 har den 
numeriske Værdi 2, men Fortegnet for 2 kan hverken 
være + eller — ; man* skriver V — 4 = V — 1 2, hvor \/ — 1 
da spiller et nyt Fortegns Rolle ; det ny Fortegn betegnes 
ogsaa ved Bogstavet z, saa at man har V — 4 = i2 eller 
(2*2)2 = — 4 ; to Størrelser med Fortegnet i have altsaa 
negativt Produkt. 

Ordene aimaginærn og «reel»- ere uheldige, idet de 
lede til at opfatte de ny Størrelser som ikke existerende 
i Modsætning til de reelle Størrelse^. I Virkeligheden 
kan maa Imidlertid, som det senere vil blive vist, anvende 
Algebraen paa Opgaver, hvor de imaginære Løsninger 
have ligesaa megen Betydning som de reelle. Sagen er 
altsaa den, at alle vore Størrelser ere uden Betydning, 
saalænge vi ikke selv tillægge dem en saadan, idet vi 
anvende Algebraen paa Opgaver, hentede fra Virkelig- 
heden. Efter Opgavens Natur kan da negative, brudne, 
ja selv positive, hele Løsninger vise, at Opgaven er 
umufig (Sønnen 32 Aar, Faderen 30 Aar). Forskjellen 
er altsaa blot, at saalænge vi ikke have udvidet vore Be- 
greber paa den antydede Maade, maa vi sige, at en Op- 
gave, som kun har imaginære Løsninger, er umulig. 

Da det let kan staa som noget ubegribeligt, at der 
kan tænkes andre Tal end positive og negative, ville vi 
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allerede her antyde den Udvidelse, der senere vil blive 
givet Størrelsesbegrebet. Vi have set, at man ved + 
eller — * kan angive, om en Linie skal afsættes ud fra et 
Punkt i én Retning eller i den modsatte; Linien kan 
imidlertid afsættes ud fra Punktet i uendelig mange Ret- 
ninger, og det kan da være naturligt at betegne ogsaa 
de andre Retninger ved Fortegn; nu vil det netop vise 
sig, at man ved en Linie ia maa forstaa en Linie a, 
afsat i en Retning, vinkelret paa den, der betegnes ved 
-f-, dersom man vil kunne regne med imaginære Stør- 
relser efter samme Regler som med reelle Størrelser. 

27. Da de imaginære Størrelser paa vort nuværende 
Standpunkt ikke have nogen Betydning, kan der heller 
ikke være nogen Mening i at tale om deres Sum, Pro- 
dukt o. s.v. Naar vi alligevel i det følgende paa enkelte 
Steder gjøre dette, er det kun for vor Bekvemmeligheds 
Skyld. Summen af a +1/ 6 og a — 1/ 6 er 2a, naar b er 
et positivt Tal, m^x\ betyder Intet, naar b er et negativt 
Tal; for ikke at behøve at undersøge, om b er positiv 
eller negativ, sige vi derfor, at Summen altid er 2a, men 
vi mene da ikke Åndet med Ordet Sum, end det Resultat, 
som vi komme til, naar vi regne med de imaginære Tal 
efter de samme Regler, som vi benytte ved reelle Tal. 
Paa samme Maade sætte vi da 



(a + I/— 1 b) (a — ]/—{b) = a2 ~ (— b^) = a^ + 6^ 



(a+]/—\b) (c — V^^d) = acS-bd-^-V—Kbc — ad] 

(i/=7)^ = yiTT; (i/iTT)^ = --1; (i/=rr)«= -yiTT; 

{y~\y = 1 ; (l/=T)' = ^=^1 o. s. V. 
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Ligninger af anden Grad. 

28. Dersom en Ligning, efter at være bragt paa 
rational, hel Form, antager Formen 

Aæ^ + Ba!+ C ^ O, 
siges den at være af anden Grad eller at være en 
kvadratisk Ligning; ved Divisjon med A skaffe vi 
a^ Koefficienten 1, hvorved Ligningens Form bliver 

x^+aa + b = 0. (1) 

For at løse denne Ligning ville vi betragte to specielle 
Tilfælde. 

1. a = 0; Ligningen æ^-^b = O kaldes ren kva- 
dratisk; man faar æ^ = — 6 ; \a? =±V^^6;, Ligningen 
har altsaa 2 Rødder, der ere reelle, dersom b er negativ, 
imaginære, dersom b er positiv. 

2. 6 = 0; Ligningen x^ + aæ = O skrives 

æ(æ + a) = Q, 
Denne Ligning er tilfredsstillet, dersom « = O, og der- 
som a!-\- a = 0] Ligningen har altsaa de to Rødder 

o? = O ; æ = — a: 

29. Vi ville nu løse den almindelige (blandede) 
kvadratiske Ligning 

x^'\- aa + b = O ; 
den skrives x^-\- aæ = — 6 , 

hvorpaa — adderes paa begge Sider; man har da 

ar^H- 02? + — = -^ — o 
eller 



hvoraf, ved Kvadratrodsuddragning, 

.+l-=±l/?r;, 
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aitsaa 



Ligningen har saaledes to Rødder, der ere reelle, der- 
som -^>6, imaginære, dersom— <i. Dersom 



a2 



-r == b, faar man blot 



a 



man siger i dette Tilfælde, at Ligningen har to lige store 
Rødder eller blot lige Rødder. 

(2) viser, at den ubekjendte i en ordnet anden 
Grads Ligning, hvor x^ har Koefficienten 1, 
findes, naar man tager det halve af Koeffi- 
cienten til æ med modsat Fortegn, plus eller 
minus Kvadratroden af den samme Størrelses 
Kvadrat, efterfulgt af sidste Led med modsat 
Fortegn. 

X = -ti/HT = zb^VT"; æ^ + ^x = 0; ^ = O, ^ -= —6. 

^2 — 6^ + 8 = 0; ^ = Sil/gTZTs = 3 + 1 = I ; 
3^2 ^_ 5^-- 8 = 0; ^2_|_5^_| _, Q. 

X = 5 -1_ 1/2 5 _l^ 5_|_11 } 

æ'^^ax-\-ah = bæ\ x'^ — (a -\- h) x -\- al «= 0; 



a + 6 , a — b 

X = — - — J 

2 =^ 2 



={:• 



30. Røddernes San og Produkt Betegne vi de to 
Rødder ved a og yS, have vi 
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---f+VT-*. 



hvoraf 

« + ^ = _a;«^= ^_|y_^^_i) =6 (3) 

Summen af Rødderne er aitsaa lig Koefficienten 
til ^, med modsat Fortegn, medens Produktet 
af Rødderne er lig Ligningens sidste Led. 

Ved at benytte disse Sætninger kan man paa en let 
Maade prøve, om en kvadratisk Ligning er rigtig løst. 

Exp. a^+^a + S ^ 0] 

X 3 ±1/9^=^8 = — 3 ± I = |Z 2 ' 

Prøve: —4 — 2 = —6; (— 4) (— 2) = 8. 

2 =^^ 4 "~ 2 =^~2 V* 

aj2— 44?+? = 0; 
/ X ^ 2 ±1/4^^ = 2il/^ = 2±^y37 
Prøve : (2 + 2 1^3") + (2 — iVJ) =- 4 ; 
(2 + eVT) (2 — ^VT) = 7. * 
OÆ^ 4" ^^^ + ^ + ^ == ^5 ^ -{- {ah -\-\)X'\'b = 0; 

or^H ' — xA = 0: 

a a ' 



X 



* Dette Exempel viser os, hvorledes vi, ved at indføre imaginære 
Tal, liave opnaaet, at vi liunne udtale Sætningen ovenfor alminde- 
ligt; i modsat Fald maatte vi have sagt, at den kun gjaldt, hvis 
Størrelsen under Rodtegnet ilike var negativ. 



^ 



32 



ab+\ , \/{ab + \)^ 



I/' 




a ' ' ' V a J a 
x^ + ah (62 _ a«) =« a^x + 6«^; 



a2 + 62 ^ W (a2 ^ ^2)2 _ 4af, (62 _ q2) ^ 



•» = — s— ± 



y(a2 + 62)2 _ 4^^, (^2 _ ^2| 



l/a* + 4a36 + la^l)^ — 4a63 + 6* = a« + 2a6 — 62. 



a2 4.62 , a2+2a6 — 62 

•^' = — i — d= 



{a* -p ab 
62 — a6* 



2 -^ 2 

a2 + a6 + 62 — a6 = a2 + 62; 
(a2 + a6) (62 — ab] = a6 (62 — a^). 

31. Ved Hjælp af Sætningerne om Røddernes Sum 
og Produkt kan man danne en Ligning med givne Rødder; 
skulle saaledes Rødderne være « = 5, ^ = 7, har man 
a = —(5+7) = — 12, 6 = 5.7 = 35, saa at Lig- 
ningen bliver 

Æ?2 — 12æ?+35 =- 0. 

Exp. a=.2 + l/3] ^«2 — V^y- a = — 4; 6=1. 
a=p + 32, iS = p — ji; a = — 2p; 6 = ^2+^2. 

32. Dersom man har de to Ligninger 

^ 4- y = a 
Æ?«/ = 6 
findes derfor de to ubekjendte a og y som 
Rødder i den kvadratiske Ligning 

^2 — az-\- b = 0. 



33 



X bliver da, hvilken af de to Rødder man vil, medens y 
bliver den anden Rod; er saaledes x+y «=» II, ^ «> 28/ 
findes 07 og y af Ligningen 

z^—\\zA-U = O, 

..or.,' ;}..-M±i/!|r_-ii={;. 

I de to Ligninger (4) kunne ^ og ^ ombyttes, uden 
at Ligningerne forandres ; Ligninger med denne Egenskab 
kaldes symmetriske; to symmetriske Ligninger kunne 
altid omskrives, saa at de kun indeholde x + y og ay\ 
man sætter da a? + y = m, a?y = t? og søger først u og 
v\ ere disse fundne, findes x og y. 

Exp. 1. x^+y^ = 26; æ-\-y-^xy = 11. 
Man har æ^ + y* = (o? + yf — ^^y = w^ — 2v; 
altsaa er u- — 2v = 26 ; m + v = 1 1 , 
hvoraf w* + 2u = 48; 



|6 • ib 



altsaa 

«2 — 6« + 5 = O og z^ + Sz+i9 ^ 0; 

Exp. 2. Dan den Ligning, hvis Rødder ere Kva- 
draterne af Rødderne i Ligningen a^ + aa-^-b = 0. 

Kaldes Rødderne i den givne Ligning a og /9, bliver 
den søgte Ligning 

y« - («« + ^\y + a2^2. = 0; 
nu er a + y? = — a; afi = b^ 

altsaa a' + fi^ =- {a + j3f — 2a/3 = a^ — 2b] a^fi^ ^ 6«, 
saa at den søgte Ligning bliver 

y^ — (a« — 2b)y + U' = 0. 
Man kunde ogsaa have sat 

3 
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?/««.»*, altsaa x = Vy] 
der, Indsat i den givne Ligning, giver 

!/ + aW+b = 0; 

af denne Ligning bortskaffes Vi/, og man faar den samme 
Ligning som ovenfor. 

Exp. 3. Find Siderne af et Rektangel, hvis halve 
Perimeter er «, og hvis Areal er il, og angiv, hvilket 
Rektangel med en given Omkreds, der er det største. 

Kaldes de to Sider a og y, har man 

altsaa 

z^'-sz + A = 0; 



1 



'±Vt-^- 



2 
Man ser heraf, at den største Værdi, som A kan have, 

naar s er given, er -j-, da Siderne for en større Værdi 

af ^ vilde blive imaginære. For denne Værdi af ^ bliver 

o 

^ = y = — ; det Største Rektangel med given Peri- 
meter er altsaa et Kvadrat. Paa lignende Maade kan 
man ofte bestemme den største eller mindste Værdi, som 
en Størrelse kan faa. (Dens Maximum eller Minimum.) 

32. Opløsniiig i l^aktorer. Vi have tidligere bevist, at 
o? — a gaar op i et Polynomium , dersom det bliver Nul 
for ir = a (1. 55). Skal man opløse et Polynomium i 
Faktorer, maa man derfor søge de Værdier af et af de 
forekommende Bogstaver, der gjøre Polynomiet til Nul. 

£r Polynomiet af anden Grad med Hensyn til det 
Bogstav, vi betragte, findes de søgte Værdier ved at' løse 
en kvadratisk Ligning ; skal man f. Ex. opløse 

d^ — 5a + 6 
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i Faktorer, faar man, idet æ er deri Værdi af a, som gjør 
Polynomiet til Nul, 

^2 — 6^; + 6 = 0; æ = i 

altsaa a« — 5a + 6 = (a — 2) (a — 3). 

Dersom der findes flere Bogstaver i Polynomiet, ordner 

man efter det, med Hensyn til hvilliet Polynomiet er af 

lavest Grad; skal man f. Fx. opløse 

a^ — (m ~|- w) a + mn , 

kan man vel søge de Værdier af a, der gjøre Polynomiet 

til Nul, men søger man Værdierne af m eller n, faar man 

kun en Ligning af første Grad at løse. I Praxis sætter 

man ikke x for den Værdi, man søger, men beholder 

Betegnelsen; vi sætte altsaa 

a^ — (m-\-n)a -\- mn = O , 

hvoraf m(n — a) = na — a*, 

a(n — a) 

m = — ^ =« a; 

n — a 

m — a er altsaa den ene Faktor; man ser let, at den 

anden Faktor er den, som bortforkortes, altsaa her n — a; 

man har altsaa 

a^ — (m -(- w)a -f- win «» (m — a)(n — a). 

Dersom man, før Ligningen løses, bortdividerer en 

Faktor, maa man føje denne til de fundne; er f. Ex. 

Polynomiet 

3^:2+ bæ — S, 

sætter man 

I 

-I' 
saa at 

3-c2+5-P_8 = Z{a! — \)(æ + ^) = (^ _ l ) (3^? + 8). 



^' + f^-f - 0; ^ «= I 



33. Ligesom man saaledes løser en Ligning, for at 
opløse et Polynomium i Faktorer, kan man omvendt dele 

3* 
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en Ligning i flere simplere, dersom Udtrykket paa venstre 
Side af Lighedstegnet i den ordnede Ligning (med Nul 
paa højre Side af Lighedstegnet) kan opløses i Faktorer; 
kan en Ligning f. Ex. skrives 

A,B,C,. ^ O, 
hvor -4, JS, C . ere Polynomier, deler Ligningen sig i 

^ = O, jB == O, C = O 

Man ser nemlig let, at en Rod i ^ = O eller jB = O . . . 
ogsaa er en Rod i ABC.. == O, og omvendt, at Pro- 
duktet ABC. ikke kan blive Nul, uden at en af Fak- 
torerne er Nul. 

Exp. 1 . 0?^ _ 1 = o 

deler sig i x — 1 = O og æ?^ + æ* + 1 = O , 

saa at ^ = i og .r = =^ . 

Exp. 2. x{æ^ — 4) {x^ — 3^ + 2) = O 
deler sig i x -=-= 0] x^ — 4 = 0] æ^ — Zæ + 2 ^ O, 
saa at Rødderne ere O, — 2, + 2, 1 og 2. 2 er altsaa 
lige Rod. 

34. Ligninger^ der løses son kvadratiske Ligninger. 
Ofte kan man i en Ligning betragte en Størrelse, der 
indeholder Xj som den ubekjendte; Ligningen løses da 
med Hensyn til denne Størrelse og derefter findes x. 

Exp. 1. x^ '\-ax^-\-b = 0; Ligningen er kvadratisk, 
naar x^ tages som den ubekjendte; man faar 



2. a; — b + 2Vx'-^ — 24; Vx~-^l = — 1 3riK25; 

^^\21- 

3. ix^ + 3^ + 1)2 + 3æ?2 -f 907 =- 37 ; 
(æ'2 + 3a: -f 1)2 + 3(a?« + 3^ + 1) -= 40; 
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_M . 



,^.2 -4- 3^ 4. I -= I _ g ; o;« + 3a: — 4 = 0; 
-p2 -|_ 3a? 4- 9 -== O o. s. V. 
35. Vendelig store Rødder. Af Ligningen 



finde VI .7; == =^-^r-:i . 

2A 

Vi kunne aitsaa kun faa æ? = 00 for -4 = 0. I dette 

Tilfælde vender man tilbage til* den givne Ligning, der 

reduceres til første Grad, nenilig 

(j 

BæA- C = 0\ X = — ^, 

Ved en første Grads Ligning maa man aitsaa mærke 
sig, at, dersom den skal betragtes som et specielt Til- 
fælde af en Ligning af anden Grad, er ^ = 00 den 
manglende Rod. Det kan, navnlig ved geometriske Op- 
gaver, være af Vigtighed, at man ikke glemmer denne 
Rod, der kan vise en ligesaa gyldig Løsning af Opgaven 
som den endelige Rod. 

Exp. (a — h)æ^ — 2aæ -j- a + ft = 0. spe. b ^=^ a, 

1 



a — b a — b 



a-\-b. 



a — b 

For b '^ a faas ^ = 00 og ^ =*= 1 ; den givne Ligning 
reduceres for 6 = a til 

--2<M? + 2a = O, hvoraf 4? = 1. 

36. Nhbelt irrati#iale Størrelser. Man kalder en 
Størrelse dobbelt irrational, naar den har Rodlegn under 
Rodtegn. Særligt betragtes Udtryk af Formen 



Va±Vb; 
et saadant Udtryk kan undertiden gives enkelt Irrational 
Form; for at opnaa dette, sætte vi 
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Va±Vb =- Va±V)/, (5) 

altsaa a-j-l/6 = ^ + ydbl^^^^- 

Dersom Vb er irratioDal, medens a, &, ^ og y ere ratio- 
nale, kan denne Ligning, som vi nedenfor ville bevise 
det, kun være rigtig, dersom de rationale og de irratio- 
nale Størrelser paa begge Sider af Lighedstegnet hver for 
sig ere ens; man har altsaa 

b 



^ + y = «, ^ 



4' 



hvoraf ^ \ = ^^^ , idet fc = l/a« — 6. (6) 

For at Opgaven skal kunne løses, maa k være ratio- 
nal, da i modsat Fald V^ og l^y selv blive dobbelt 
irrationale; er k rational, har man da 

Va 4: V~b == Vh\a + k)±Vi(a — k). (1) 

Vi forudsætte b positiv; skal Resultatet være reelt, maa 
man da nødvendigvis have a«>6, da ellers k bliver 
imaginær, og a positiv, da ellers l/J (a — k) bliver ima- 
ginær. 



Exp. y2-l/3 = 1/3— v/| = |(|/6-v/r). (fc=l). 



V5!~36l/2 = V'^^-l/^^=^ = 31/3-21/6: 



{k ^ 1/51* — 362.2 = 3). 



1/97 — 561/3 = ]/l/97 — 661/8 = l/? — 4l/3 

= 2—1/3. 

37. Vi benyttede ovenfor den Sætning, at man ikke 
kan have 

a + l/6=^ + l/y, 
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hvor aj by æ og y ere rationale, medens Vb og Vy ere 
irrationale, uden at have 

a sBs a; b = y. 
Man faar nemlig af 

yi ^» X — a ^yy 

b = [x — a)* + y + 2 (.r — a) Vy, 

der vilde give en rational Værdi for V^, dersom man ikke 
havde j; = a og altsaa ogsaa ^ = 6. 

38. Polyioniet af andei Clrad. Det er ofte af Vigtig- 
hed at afgjøre, for hvilke reelle Værdier af x Poly- 
nomiet 

y « Åx^-^-Bx-^C 

er positivt, Nul eller negativt; for at afgjøre dette, løser 
man Ligningen y = O ; lad denne have Rødderne a og ^. 
Følgende Tilfælde kiinne forekomme: 

1) a og y9 ere imaginære, y kan da ikke blive Nul 
for nogen reel Værdi af ^ ; da nu y, idet x forandrer sin 
Værdi, kun kan skifte Fortegn ved at passere Nul, maa 
Fortegnet for y være det samme for alle reelle Værdier 
^\ x\ y har altsaa altid samme Fortegn som C, da y har 
dette Fortegn for o? = 0. 

2) a og ^ ere reelle; man har da 

y = A(X'-a){x — fi)\ 
dersom A er positiv, bliver y positiv for Værdier af a?, 
der ere større end den største eller misdre end den 
mindste af Rødderne a og /9, negativ for Værdier af x, 
der ligge mellem a og ^. Dersom A er legativ, bliver 
derimod y positiv for Værdier af x, der ligge mellem a og 
^, Nul for « « a og ^ «= /?, negativ for andre Værdier. 

3) a => ^. Man har da 

y ^ A(x-- a)^ 
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dér viser, at y har samme Fortegn som A for alle Vær- 
dier af ^, undtagen for ^ <». a, der gjør y =» 0. 

39. En Størrelse y siges at være en Funktion af 
en anden Størreise «, naar der existerer en Ligning 
mellem y og a^ saa at Værdien af y forandres, naar 
Værdien af w forandres; man kan ved et Billede faa et 
godt Overblik over disse Værdiforandringer. 

Paa en ret Linie tænker man sig, ud fra et Punkt O 
(Nulpunktet), afsat lige store Stykker, der repræsentere 
Enheden, til begge Sider. Værdierne af a repræsenteres 
da ved Størrelsen af Afstandene fra O (positive eller 
negative). 1 hvert Punkt oprejses nu en vinkelret, og 
dennes Længde gjøres lig den til Værdien af a svarende 
Værdi af y (opad, dersom y er positiv, nedad, dersom y 
er negativ). En krum Linie gjennem Endepunkterne af 
de vinkelrette vil da vise, hvorledes, naar a voxer, y 
voxer eller aftager, bliver positiv. Nul eller negativ. 

Er f. Ex. y = Æ?2 — ÆT — 6 , 

vil hosstaaende Skema vise, hvilke Værdier y faar, naar 
æ faar Værdierne — 4, — 3. ..4, 5: 



x 



3 i _- 2 i — 1 O 



1 
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y«| 14 I 6 I O | — 4|--6| — 6| — 4|0i6| 14 
herved lionstrueres da følgende Figur: 




^ 



4r 



Gaa vi videre til begge Sider, stiger Kurven meget stærkt; 
vi se altsaa, at for æ = — oo er y = oo, at y derpaa 
aftager og bliver Nul for ^ == — 2 , at y derpaa bliver 
negativ og faar sin mindste Værdi, naar x er mellem 
O og 1, derpaa atter voxer, bliver Nul for o: ==, 3, bliver 
nu positiv og voxer i det uendelige, naar x voxer i det 
uendelige. 

Til Øvelse tegnes de krumme Linier, som repræsen- 
tere Ligningerne 

y = x'^-\-x-^\\ y = x^ — 2a? — 8 ; y = ^^ + 2^: + 1 , 
der netop ere Exempler paa de tre ovenfor behandlede 
Tilfælde. 
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Exempler til øvelse. 

1. J?'-* 4- I U + 28 = 0; 2. a?^ — 6« == 7 ; 

3. 5a?* — X — 4 = O ; 

4. (a?+ I|(2æ? — 3) = (3æ'— \)(x — 2)-\-Z\ 

5. x(x — ^)=^x(x—h)\ $. (a;+1)(a7— 1) = rt2_^2a; 

7. a:* -[- (I = OÆ -I- Æ ; 8. 6æ* — ahx 4- a = 6a* ; 
1 

X 

U. (a:— I)(.r — 2) + (a?— 2Ma-— 4) = 6 {2a'— 5); 

11. (2a: + 3)2 = 8a?; tt. x^—ab = oa? — 6a?; 

B. 2a?«4-7a' + 3 = 0; 14. 13a?« — 7a? = 1; 

15. Æ« — 4a? + 5 = 0; 16. a?^ + 8 = Oa;«; 

17. a?2 + (a + 26)(3a--26) = 4aaj; 18. a?4-3V'^=18; 

,^ a?2 — 5a: ^1 .^ ^^ + 2 a: — 2 . 

^'- V^-3 -^-'^ + -.' ^••^-2-^+2 = «' 

». l/i~=r3 + 21/^ = o; 24. Ux^— Zb^x + é* ^ a; 



39. 
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2S. 2aV = 6(<M? — 86); 2$. a(a?«-f 1) = (a«+l).r; 

27. 3a« -f. 2a — 5 opl. i Fakt. ; ligeledes Ex. 28—32. 

28. a«-.(m+2n)a4-2mn; 2f. a«— 2aJ + 6« — c«; 
3«. 3a« — 7a6 — 66«; 31. a« + 26c — ?ai — c«; 

32. a« 4- ae — 6« -4- 56(? — 6c«. 

33. a? + y = 17; ^ = 70; 

34. J? + y = a-|-l;^==a; 

35. ««4-y* =13, xy ^ 6; 

3«. «« + y« = 2(a«+6«), ay = a« — 6«; 

37. ar« + y» = 28, a: + y = 4; 

38. ;c8 + y» = a8— 1, ^ + y = a — I; 

7-H- T. 7^T -|; -».V^^i^iW; 

41. Æ« — 3æ? + 2V'«* — 3^4- I = 2; 

42. [x^—^xf + 3a?«— 6a- = 18; 

43. (^« — 3;i?+2)(.r« — l)(a?« — 3a?)(a?« + 7)Ær(ar+l| == 0; 

44. a?*_|=0; 45. Va + 6 — 2 ]/^\ 
4$. a;8 — 8=0; 47. ar« — 9a;8+ 8 = 0; 

48. ]^i7-_T271^; 49. VT+Tj/^; 

5«. VSa« + 36« — 2a6 + 2 l'2"(a« — 6«) ; 

51. ^8 + ^x^ =- 80 ; 

52. 3^» — 2«« + Æ? — 2 =- 0; (Æ? = 1 er den ene Rod); 

53. ÆT* + 4a«6« = (a« + 46«) ;i?« ; 

54. o?«— 2— Yar4- I == O, (sp. a = 6); 

a — o 

55. a6ar«— 2«(a + 6)l/a6 = (a — 6)«; 

5«. ^Zll5_==-^; 57. 7^ + 7- = ^^-; 

58. Æ?« — 4aÆ? + 3a6 + 6« = 0; ere Rødderne reelle? 
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j^^ 1 , J _ ^ ^ . 

a: + l/l8^"P Æ — |/I8 — Æ?2 ^6' 



e«. 






61. Hvilken Ligning har Rødderne 2 1/3 ± V'f? 

n. Tallet 2268 skal deles i to Faktorer, hvis Sum er 99. 

63* Find to Tal, af hvilke det ene er 10 større end det 
andet, og hvis Kvadraters Sum er 148. 

(4. A kjøber for 4 Kr. Æbler; havde hvert Æble kostet 

en Øre mindre, havde han faaet 20 Æbler fiere; 

hvormange fik han? 
65« Et tociffret Tal har Tværsummen 10; multipliceres 

det med det omvendte Tal, faar man 2944. Find 

Tallet. 

66. Fra Byerne A og B, der ligge 13 Mil fra hinanden, 
gaa to Mænd hinanden imøde og mødes efter 10| 
Times Forløb; den ene bruger et Kvarter mere til 
at gaa en IVIil, end den anden; hvor lang Tid bruger 
hver? 

67. Gjennem et Rør kan et Kar fyldes 2 Timer hurtigere 
end gjennem et andet Rør; ere de begge aabne, 
fyldes Karret i l^Time; hvor lang Tid er hvert Rør 
om at fylde Karret? 

68. Man lader en Sten falde ned i en Brønd og hører 
den falde efter 7 Sekunders Forløb; hvor dyb er 
Brønden? Stenen antages i t Sekunder at falde 16^^ 
Fod og Lyden at gjennemløbe 1100 Fod i Sekundet. 



^ 
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Ligninger med flere ubeicjendte. 

40. Ved flere Ligninger med flere ubeicjendte bør 
man l(un bruge Substitutionsmethoden , dersom nogle af 
de ubekjendte kunne udtrykkes rationalt ved de andre; 
er dette ikke muligt, forsøger man at regne saaledes 
med de givne Ligninger, at man faar simplere Ligninger, 
og disse sættes da for de mest sammensatte af de givne 
Ligninger. For at danne saadanne simplere Ligninger 
af to givne, anvender man hyppigt med Fordel følgende 
Methoder: 

1. Den ene Ligning kan ofte divideres i den anden. 
Exp. Af x^ + y^ =9, x + y = Z 

dannes x^ — ^ + y* = 3- 

2. Ved Addition eller Subtraktion bortskaffes de 
højeste Potenser af en eller flere ubekjendte. 

Exp. Af ^2 ^ / + 3j; — y = 6 1 

3. For at kunne anvende den forrige Regel, op- 
løfter man ofte den ene Ligning til en Potens. ' 

Exp. æ^ — ^-^-y^ ==» 3; A' +y = 3; af den sidste 
Ligning faar man x- 4- 2xy -j- i/2 = 9 j subtraheres herfra 
den første, faar man Zxy = 6 eller ajy -= 2, saa at 

man nu har 

Æ? + t/ = 3; æy = 2. 

4. Af de givne Ligninger dannes en ny, der kan 
reduceres ved Roduddragning. 

Exp. Af Ær 4- 2^ ==* « \ »'^^ + 2^ -|- y« =x= a^ 

æy ^= h\ hæy =« 46 ' 

hvoraf ved Subtraktion 



x^ — ^xy -I- ^2 ,^ ^2 — 4^ . ^ — y = i Vo^ — 46. 

5. Ny ubekjendte indføres for sammensatte Udtryk. 



Å 
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Exp. 3(4?2 + y2j + 5;|yy = 25 

2 (Æ?« + 5/2) — 3Æy = 4. 
Sætte vi »r*^ + ^^ == w , osy ^^ v^ 

faa vi 3?/ + ^^ == 25 ; 2w — 3« == 4 , 

hvoraf m =^ 5, v «» 2; vi have nu 

^^ + 3/^ = ^ > ^ = 2 , hvoraf (^ + y)^ = 9 ; 

(o; — y)^ = 1 o. s. v. 

41. Dersom begge Ligninger ere af anden Grad 
med Hensyn til x^ og ^ skal elimineres, elimineres ^^, 
og man kan da søge x. Ligningerne kunne skrives 

ax^ + hx -\- c == O 
ay^x'^ -\- b^x '\- c^ = O, 
hvor Koefficienterne indeholde den anden ubekjendte; 
man faar heraf idet x^ elimineres 

(iaj — ab^)x = c^a — a^c\ 
af denne Ligning kan nu x indsættes i en af de givne 
Ligninger; man vil imidlertid derved faa en Ligning i 
den anden ubekjendte, der i Reglen ikke kan løses ved 
kvadratiske Ligninger. 

42. Vi have tidligere lært, at Rodtegn kunne bort- 
skaffes af en Ligning ved Potensopløftning ; en Kvadratrod 
bortskaffes saaledes, idet man isolerer den og kvadrerer; 
man faar derved imidlertid den samme Ligning, hvad 
enten Kvadratroden har Fortegnet + eller — , saa at man 
i den ved Kvadrering erholdte Ligning har indbefattet en 
ny Ligning, foruden den givne ; man faar derved Rødder, 
som ikke vedkomme Opgaven (fremmede Rødder ), og 
som maa udskilles ved Prøve. Saaledes af 



X '■{- ]/x — 5 = 11, faar man Vx — 5 =^ 11 — x\ 

or— 5 = (11 — ar)2; ^2—23^4-126 = 

Æ = 9 og o; = 14. 
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Prøven giver nu 9 + 1/4 « 1 1 ; 14 — ^9 = 1 1 , 
saa at den sidste Rod tihører Ligningen 



a — Va — b = II, 
der ogsaa fører til samme Ligning af anden Grad. Man 
ser saaledes, at man, efter at have bortskaffet Rod- 
tegnene, faar en Ligning, der i sig indeholder alle de 
Ligninger, som kunne dannes af den givne ved For- 
andring af Rodstørrelsernes Fortegn. Prøven maa da 
vise, hvilke Rødder der svare til de forskjellige Kombina- 
tioner af Fortegn. Det kan endogsaa træfiFe sig, at der 
ingen Rod svarer til en eller flere af Kombinationerne. 
Saaledes faar man af 



V^+i+Va — i = ^ kun ^ — Hl 
der stemmer, naar man af den første Rod tager den 
positive, af den anden den negative Værdi, medens de 
tre andre Ligninger, der kunne dannes ved Forandring 
af Fortegnene, ingen Rødder have. 

Af det udviklede følger, at det er naturligt at be- 
tragte ethvert Rodtegn (hvorunder den ubekjendta findes) 
i en Ligning, som om det havde begge Fortegn, selv 
om man kun skriver ét; efter at Ligningen er løst, 
undersøger man derpaa, til hvilke Kombinationer de for- 
skjellige Rødder svare. 

43. Ligninger, som de her betragtede, erstattes med 
Fordel ved flere Ligninger med flere ubekjendte, idet 
man betragter de forekommende Rodstørrelser som ny 
ubekjendte; saaledes sætte vi i Ligningen ovenfor 



\/a — \ = z altsaa x — | = 2;* eller 

hvoraf ^ + -2 = 1; y — ;?««2; y^l; ;? = — 3. x 



1 = y^-^z^ 

i? 



^ 
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Man opnaar herved, for det første, at Løsningen i 
Reglen bliver lettere, for det andet, at man, da man 
søger selve Rodstørrelserne, uden Prøve faar at vide, om 
man skal benytte deres positive eller deres negative 
Værdier; saaledes vise her Værdierne af y og ^, at den 
første Rodstørrelse i Ligningen maa være positiv, den 
anden negativ. 



Exempler til jQ^else. 

L ^* + y* == 17; ^2 + y2 = o. 

2. a^ + y^ == 33; æ + t/ = 3. 

3. ^2_,_ 2y2_^_y ^ 7. a^-\-2i/^ + a — 2j/ ^ \2. 

4. a? + y+3Æ?y = 23; a^ + y^+ at/ ^ 19. 

5. Æ^ + y^ + 'SJ^ = 14; ,r-|-y + « = 6; ay ^== 62;^. 

6. 1/2^ + 1 + 2 l/i"^^ = 1. 



7, Va — a-\-Va — b = c. 

%^ xy = a\ æz = b\ yz = c, 

•• x^ = ayz\ y^ == bæz\ z^=^ cxy, 

10, x + y = %z\ x^ + y^ = bz\ x^-\'y^ = Iz^. 

11, y^ r= xz\ x-{- y -{- z = 21 ; 

(^ — 3/)' + (^ — -2)' + (y — zf = 378. 
»• j;2-~(y — ^)2 = — 3; y2 — (^ — z)« = — 5; 
-2* — (o? — y)2 =. 15. 

13. x + y = l\ z + v = ^\ x + z^^i\ y-^v^^ \. 

14. Ær(y + 2:) = a; y(^ + -?) = 6; z(x -\' y) == c. 

a O C ^ 

16. a? + y = 5-?; »1? — y = 2z\ «^ + y* = 1^^^- 



17. V/2^— I — 3 |/æ — 1 = 9. 
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18. Va+a+iVx'-^b = c. 

M. (1 — Æ^Ms+ 1| =- 2; lar — *,!(«+ 1) = 4; 



Rækker. 

44. Uffereunekker. tArithmetiske Progressioner). 

Differensrække er eo Rekke Tal, af hvilke etbvert 
es ved at addere den samme Størrelse (DifTerensen) 
let foregaaende. 

Kaldes Rækkens fergte Led a, DilTerensea d, bliver 
iiken. 

a, a + d, a+2d, a + Zd . . . 

Bgner tin Rækkens n** Led, er o« = a-\-{n — l)d; 

imen « af de n Led findes, idet mao har 

a = a + (a + d) + {a + 2d) +....-{- a„ 
s = a^ + \a^ ~ d) + {a„~2d} -^ . . . . + a, 

r den nederste Række er den samme som den øverste, 

1 Leddene ere tagne i den omvendte Orden. Addition 

le to Rækker giver 

2s = nia-{-a„], altsaa e = "''^^°"* . 

lem de 6 Størrelser a, a„, n, d og a har man saa- 
•s de to Ligninger 

(1) 



følgelig kudne to af Størrelserne findes, naar de tre 
givne, I nogle af Tilfældene maa man, for at finde 
ubekjendte, lose en Ligning af anden Grad. 
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Exp. 1. Mellem to givne Tal a og & skal indskydes 
p Tal , saa at de p + 2 Tal danne en Differensrække. 
sp.. a =1, 6 == 77, p === 18. 

Man har 6 = a + (p -f- \)d^ 

, h — a 
altsaa d = — r—r, 

p + 1 

For de givne Tal faar man rf «= 4, saa at Rækken er 

Disse Tal have Summen 10(77 + 1) = 780. 

Exp. 2. Givet a = 1, d = 4, s = 780. 

Af den anden Ligning faas 

2« 
n 

hvorved den første bliver 



«n = «, 



a == a + (n — \)d 

n 

eller dn^ — n(d — 2a) — 2« = O , 



d— 2a 4- Vid — 2a)2 + 8«cZ 
altsaa n = =i= — ^ ■ ; 

sp, n = 20, an = 11. Den anden Løsning er meningsløs. 

45. Kvotientrækker, (Geometriske Progressioner). En 
Kvotientrække er en Række af Tal, af hvilke ethvert 
findes ved at multiplicere det foregaaende med den 
samme Størrelse (Kvotienten). 

Kaldes Kvotienten 9, medens vi forøvrigt bruge de 
samme Betegnelser som ovenfor, er Rækken 

a, aq^ aq^^ aq^ . . . ., 
hvoraf a« = a^**"^ (2) 

Endvidere er " ' ~~ 

8 === a'{- aq-\- aq^-^- , , , + axf-^ + 05**-* , 

altsaa «j = ag^ + a^^ + . . . + «9''*~* + ^^t j 
hvoraf «(1 — ^) = a — ag''* «« a(l — g**), 
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altsaa * •=■ a- ^ = a- -, (3) 

1 — q q — I ' ' 

hvor de to Udtryk for b bruges , eftersom 9 < 1 (Af- 
tagende Kvotientrækker) eller q> i (Voxende KyotieDt- 
rækker). En tredje Form for Summen faar man, idet 

1 — 9 ^—q 

Af Ligningerne (2) og (3) eller (4) kunne to af de 
fem Størrelser findes, naar de tre ere givne ; dog kommer 
man derved i flere Tilfælde til Ligninger, hvis Behandling 
vi endnu ikke have lært. Søger man q af (4), faar man 
en Ligning, der er værd et lægge Mærke til, nemlig 

8 — a 



• 



Rækken kan have uendelig mange Led og dog en 
endelig Sum , dersom j < 1 . I dette Tilfælde er nemlig 

j» = y« ==r o, altsaa 

a 
8 = . 

1-? 
Efter hvad vi have sagt om Begrebet • Uendelig« er Me- 
ningen her, at vi kunne tage saa mange Led med af 
Rækken, at det, der mangler, i den angivne Sum, er 
mindre end enhver, selv nok saa lille, given Størrelse. 

Exp. 1. Mellem a og i skal indskydes p Tal, saa 
at de />-|~2 Tal danne en Kvotientrække. «p. a =» 1, 
h = 256, ;? = 7. 

Man har j»-l-i_ 

h = 09^+*, altsaa j = j/ — . 

8 4 

sp. q = |/256 = V16 = 2, saa at Rækken er 

1, 2, 4 ... 256; 

2* — 1 
disse Tal have Summen ^ = 511. 
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Exp. 2. Produktet af Leddene i Rækken 

a, 09, oj* . . . aif^^ 

er P = aY"*"*-"^^*"*^ = a''q~~r~ = \aq~^J = <*, 
hvor ^, dersom n er ulige, er Rækkens mellemste Led. 

Exp. 3. i+i- + i-+... « 2; 

0111 =-l + J- =± 



Exempler til jQ^else. 

• 

1. Find Summen af alle ulige Tal fra 1 til 100. 

2. I en Differensrække er w = 22, d = 4, « == 99. 
Find første og sidste Led. 

3. Det 7de Led af en Differensrække er 10, det 17de 
er 50; find a^ og d. 

4. De 37 første Led af en Differensrække have Summen 
888; Forskjellen mellem det 31te og det 13de Led 
er 126; find a^ og d. 

5. I en Differensrække er Summen af Kvadraterne af 
det 4de og 12te Led 1170, Summen af det 7 de og 
15de Led 60; find a^ og d. 

6. 'Find Summen af l+t + | + /r + --- 

7. a = 4-^ ^ = g. an = 186624; find s. 

10. 1 + 2^ + 3^« + 4a?» . . . (a? < 1). 

Man gaar frem, som vi gjorde, da vi fandt s, 

U. I en retvinklet Trekant, hvis Hypotenuse er a, og 
hvis ene Vinkel er 30^, fældes Højden; f^ dennes 
Fodpunkt fældes en vinkelret paa den »tørste 
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Kathete, fra dennes Fodpunkt en vinkelret paa a og 
saaledes videre i det uendelige; find Summen af de 
vinkelrette. 



Logarithmer« 

46. Af Ligningen 

o* = 6 (1) 

bestemmes h ved Potensopløftning, naar ^ og a ere 

givne, a ved Roduddragning, naar æ og b ere givne; 

man kan imidlertid ogsaa søge ^, naar a og & ere givne ; 

X kaldes da Logarithmen til b med Grundtal (Basis) 

a og skrives 

en Ligning, der saaledes under en anden Form udtrykker 
det samme som (1). 

Logarithmen til et Tal er altsaa Exponenten 
til den Potens af Grundtallet, der er lig Tallet. 
Grundtallet 10 underforstaas i Betegnelsen, saa at man 
blot skriver log 6. Vi benytte forøvrigt kun Grundtal 
større end 1. 

Exp. loga 1=0, thi a^ = 1 ; logaa =1, thi a^ == a. 
logaO = — 00 ; thi a-* = 0; log« oo = oo , thi a« = cc . 
log 10 = 1 ; log 100 == 2; log lO** = n; log 0,1 = — 1 ; 
log 0,01 =—2; logO,0001= — 4; log 0,000001 = — 6; 



log3l/27 = 1,5; log6l/l25 = 0,75. 

* 

47. Man har ved Methoder, som vi ikke her kunn<e 
udvikle, med Tihiærmelse beregnet Logarithmerne til alle 
hele Tal indtil en vis Grænse og opført disse i de saa- 
kaldte Logarithmetabeller eller Logarithmetavler. Loga- 
rlthmernes Opfinder, Neper, benyttede et irrationalt 
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Grundtal mellem 2 og 3, da Logarithmerne lettest be- 
regnes for dette Grundtal; hans Medarbejder Briggs 
indførte derimod 10 som Grundtal, og dette benyttes nu, 
da derved Logaritbmernes Anvendelse lettes. Man be- 
nytter navnlig Tavler, der gaa til 10000 og give Loga- 
rithmerne med 5 Decimaler (Lalande, Hotiel) og Tavler, 
der gaa til 100000 og have 7 Decimaler (Vega, Schrøn). 

48. Karakteristiken er det hele Tal i Loga- 
rithmen, medens Decimalerne kaldes Mantissen. Man 
bruger altid positiv Mantisse; er Logarithmen negativ, 
omskrives den derfor, idet man adderer og subtraherer 
et saadant helt Tal, at Mantissen bliver positiv ; er f. Ex. 
Logarithmen til et Tal — 1,23456, sætter man 

— 1,23456 = 2—1,23456 — 2 = 0,76544 — 2; 
man faar derved positiv Mantisse, medens Karakteristiken 
( — 2) er negativ og skrives efter Mantissen. 

49. Karakteristiken er n — 1, dersom Tal- 
lets (numerus) Hele har n Ciffre, den er — ,n, 
dersom Tallet har n Nuller foran det første 
betydende Ciffer. 

Et n-ciffret Tal ligger nemlig mellem 10"-* og 10**; 
dels Logarithme ligger da mellem n — 1 og n og har 
følgelig Karakteristiken n—\. Begynder Tallet med n 
Nuller (0,000...), ligger det mellem 10-(«-*) og lO-**; 
dets Logarithme ligger derfor mellem — (n — 1) og — n 
og, da Mantissen er positiv, bliver Karakteristiken • — n, 

Exp. log .137 = 2, . . . log 1*7693 = 4, . . . 

log 0,7 == O, ... — 1 ; log 43928160 =- 7, . . . 
log 0,000321 =- O,. .. — 4. 

50. Mantissen afhænger ikke af Kommaets 
Plads i Tallet. Lad nemlig et Tal b have Logarithmen 
æ\ man har da, idet n er et vilkaarligt helt Tal, 
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1(F =^ J, hvoraf 10«+* = 10«. 6, 
der viger, at log. (I O*. 6) === n + Æ. Logarithmen bliver 
altsaa n større j naar Tallet multipliceres med 10«; da n 
er et helt Tal, kan Mantissen ikke derved forandres. 

51. I Tavlerne findes Tallene og de tilhørende 
Logarithmer opførte i to Kolonner ved Siden af hin- 
anden. 1 Tavlerne med 5 Decimaler kan man derved 
finde Logarithmen til ethvert helt Tal med indtil 4 Giffre. 
Vi kunne nu ogsaa finde Logarithmen til enhver Decimal- 
brøk med indtil 4 betydende GiiTre. Først bestemmes 
Karakteristiken efter Reglerne ovenfor; Eommaet tænkes 
derpaa rykket hen efter det Qerde betydende Ciffer, 
hvilket, som vi have vist, ingen Indflydelse har paa 
Mantissen. Da Tallet nu er helt, kan Mantissen findes 
i Tabellen. 

Exp. log 17,32 = 1,... I Tavlen findes til 17S2 

Mantissen 23855 (læs 238 — 65), altsaa er log 17,32 = 

1,23855, log 173,2 = 2,23856, logO,1732 == 0,23855 — 1, 

Iog0,00l732 = 0,23855 — 3; log 130000 = 5,11394, 

log 0,0943 = 0,97451—2, log 2608000 = 6,41631, 

log 0,0002589 == 0,41313 — 4. 

52. Søges det til en given Logarithme svarende Tal, 
findes de fire første Giffre af dette, idet man i Tabellen * 
søger den Mantisse, der er nærmest (lavere) den givne. 
Kommaets Plads bestemmes derpaa ved den givne 
Karakteristik. Vi betegne det til Logarithmen æ svarende 
Tal med ni. æ. 

Exp. ni. 2,41647 = 260,9. i Tavlen findes ved 
Mantissen 41647 Tallet 2609; da Karakteristiken er 2, 
sættes Kommaet efter det tredje Giffer. 
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ni. 5,67852 = 477000; ni. 0,58320 — 3 = 0,003830. 

ni. 0,30125 — 1 = 0,2001; ni. 0,31576 = 2,069. 

ni. 0,53769 — 4 = 0,0003449; ni. 3,54518 =^ 3509. 

53. Interpolation. Man kan let tegne den 
krumme Linie, der paa den tidligere angivne Maade 
repræsenterer Ligningen y = log a. Et negativt Tal har 
ingen reel Logarithme; de ægte Brøker have negative 
Logarithmer; man bar 

logO — — oc, ... logOjOOl = — 3; 

log 0,01 = ^ 2 , log 0,1 = — 1 ; 

endvidere er 

log 1 = 0; log 10 = 1; log 100 = 2 . . . 
Man ser derved, at Kurven har den i Figuren viste Form. 




Figuren viser, at Kurven for nogenlimde store Tal paa 
et lille Stykke uden mærkelig Fejl kan betragtes som en 
ret Linie; idet man gaar ud herfra, kan man mellem to 
paa hinanden følgende Logarithmer til flrcilBfrede Tal i 
de smaa Tavler indskyde (interpolere) de manglende Lo- 
garithmer og Tal; lad Figuren forestille et Stykke af 
Kurven, hvor m= log a; m+d 
=■ log (a + A) og m'\- D ^= 
log (a 4- l)j idet h er en ægte 
Brøk; man har da 




eller 



d = A2>; h = 



D' 



(2) 
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m findes i Tabellen; J) er Forskjellen mellem log(a-f-l) 
og loga; denne Forskjel findes i en særlig Kolonne i 
Tabellen; man kan altsaa beregne d naar h er bekjendt^ 
og omvendt. D og d tages som hele Tal, men ere i 
Virkeligheden Hundredetusindedele« 

Skulle vi f. Ex. finde log 3509,16, findes i Tavlen 
log 3509 = 3,54518; D = 13; endvidere er A = 0,16, 
altsaa d = 13 . 0,16 = 2, idet man her tager det nær- 
meste hele Tal; man skal ahsaa lægge 2 til den femte 
Decimal af Logarithmen, naar man lægger 0,16 til Tallet; 
følgelig er log 3509,16 = 3,54520. 

Søger man ni. 3,67574, findes i Tavlen 
ni. 3,67569 = 4739; i? = 9, 
altsaa er (i == 74 — 69 =^ 5; A « 5:9 = 0,56; 

ni. 3,67574 = 4739,56. 
Flere end to Ciffre af h ere ikke paalidelige, og hvor D 
er lille, bør man kun tage ét. 

54. Vi kunne nu opstille følgende Regler: 

At søge Logarithmeii til et givet Tal. Bestem Karak- 
teristiken, flyt derpaa Kommaet hen efter det 
fjerde betydende Ciffer og søg Mantissen til 
det firciffrede Tal; multiplicer Decimalbrøken 
med I) og læg det ved det fundne nærmeste 
hele Tal til den fundne Mantisse. 

At søge Tallet til en given Logarithme. Den nærmest 
lavere Mantisse opsøges i Tavlen, og det dertil 
svarende firciffrede Tal opskrives; Forskjellen 
d mellem den givne Logarithme og den fundne 
divideres med D; de to første Decimaler af 
Kvotienten føjes efter de fundne fire Ciffre; 
endelig bestemmes Kommaets Plads ved Hjælp 
af den givne Karakteristik. 
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Exp. log 4740,54 =- 3,67583 ; d1. 2,67583 = 474,056. 

log 0,47443 = 0,67617 — 1 ; ni. 0,67617 = 4,74430. 

log 835516 = 5,92196; ni. (0,92196 — 1) = 0,83552. 

log 1,00004 == 0,00002; ni. 3,00007 =- 1000,16. 

Iog0,01inil = 0,04575 — 2; . 

ni. (—1,23456) = 0,058269. 

55. I de fleste Tavler er i særlige Rubrikker, hvor- 
over Differensen D staar, beregnet de til hinanden 
svarende Værdier af d og k. Søger man f. Ex. i Schrøns 
Tavle log 24503,618, finder man log 24503 = 4,3892193; 
j)^ m-^ h = 0,618. • I Rubrikken med Overskrift 177 
finde vi nu de til 6, 1 og 8 svarende Differencer; disse 
adderes til den fundne Logarithme, idet man for hver 
følgende rykker Differensen en Plads tilhøjre, da Ciffrene 
af h faa en ti Gange lavere Værdi for hvert Ciffer, vi 
rykke frem; vi faa allsaa 

log 24503 = 4,3892193 
A == 0,6 d = 1062 

h = 0,01 d = 177 

h = 0,008 d = 1416 

log 24503,618 == 4,3892302. 

Man slutter let heraf, hvorledes man gaar frem, naar 

Tallet søges. 

56. Sammensatte Idtryks Logarithmer. Man kan ikke 
finde Logarithmen til en flerleddet Størrelse af de enkelte 
Leds Logarithmer ; man søger derfor i Praxis at omskrive 
flerleddede Størrelser som Produkter; er dette ikke muligt, 
maa man beregne hvert Led for sig og udføre Additionerne 
og Subtraktionerne paa sædvanlig Maade. 

57. Logarithmen til et Produkt er Summen 
af Faktorernes Logarithmer. 
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Af æ = IQi^f'; y = \(^^9 

faaa xy = \Q^'-\-^^v^ 

58. Logarithmen til en Brøk er Tællerens 
Logarithme minus Nævnerens Logaritbme. 

Af X ^ Iff«*'; y = W^9v 

faas — = |0i«»'-iogy. 

y 

X 

altsaa log — «- loga; — logy. 

59. Logarithmen til en Potens er Expo- 
nenten Gange Rodens Logarithme. 

Af ^ = Iffo^* følger aS^. = 10"»^^»^ 
altsaa log æ:^ «= m log «. 

Da m er vilkaarlig, kunne vi for m sætte — : man 

faar da 

loga;*" = logj/S^ = -^— , 
der viser, at 

60. Logarithmen til en Rod er Potensens 
Logarithme, divideret med Rodeiponenten. 

Vi have ved disse fire Sætninger benyttet Grund- 
tallet 10, men vi kunde ligesaagodt have benyttet et vil- 
kaarligt Grundtal. 

Exp. log [ah : c^) == log a + log 6 — 3 log c. 

log (j/a .b^:c) = — log a + m log 6 — log e. 

n 

log^S^^ - i log 5 + log 0,01 — i log 7 — log 15 
VTAb . 

= 1.0,69897 — 2 — ^,0,84610—1,17609 

= 0,34949 — 3,46779 = 0,89170 — 4. 



VT/ l.w . 
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61.. Følgende Regler anvendes i Praiis: 

1) Dersom en større Logarithme skal sub- 
traheres fra en mindre, adderes et saadant helt 
Tal til denne, at Subtraktionen kan udføres; 
det hele Tal roaa da tilføjes som Subtrahend. 

Exp. log ^ = 0,69897 — 0,84510 

= (1,69897 — 1) — 0,84510 = 0,85387 — 1. 

log?^ = 0,47712—1—0,77815 

D 

= (1,47712 — 2) — 0,77815 = 0,69897 — 2. 

2) Dersom en negativ Logarithme skal divi- 
deres med et Tal, adderes et saadant Tal til 
begge den negative Logarithmes Led, at Divi* 
sionen i det sidste Led gaar op. 

Exp. log VO^ = i (0,69897 — I ) = ^ (2,69897 — 3) 

= 0,89966—1. 
logV^6;04 = 1(5,60206 — 7) =- 0,80029—1. 

3) Da man ved Logarithmer kun kan beregne nume- 
riske Værdier, maa en Størrelse, i hvilken der 
findes negative Tal, ændres saaledes, at der 
kun forekommer positive Tal. 



Exp. X = j/— 3.(— 0,4) -= j/3.0,4; 

loga = i log 3 + log 0,4. 

æ = v'Us.i— ii):(— J/7"); _ '^ = yl . 11 : 1/7; 

log (— A) = i log 5 + log 1 1 — I log 7 = 0,75863 

— Æ? = nL 0,75863 = 5,7363; æ = —5,7363. 

62. Vi kunne nu ved Logarithmer beregne en 
Størrelse, idet vi først søge Størrelsens Logarithme og 
derpaa søge det tilsvarende Tal. Har Størrelsen filere 
Led, maa disse, hvis Størrelsen ikke kan gjøres logarith- 
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misk, beregnes hver for sig. Undertiden kan det Udtryk, 
som man faar ved at tage Logarithmen, være saa sammen- 
sat, at man atter tager Logarithmen. 

1/0,12667 . 0,53 . 
Exp. 1. ÆJ = — - — . 

1/12,419 
log ^ = 0,54962 — 1 + 0,09691 — 1 — 0,36469. 
log Æ? = 0,28184 — 2; o? = 0,019136. 

Exp. 2. 

X = 1/3^^^; log^ = l!|.iog3 = 1^.0,47712. 

log log æ = 0,23856 — 0,30103 + 0,67863 — 1. 
log log ÆJ == 0,61616 — 1; log^ = 0,41320; 

æ = 2,5894. 

Exp. 3. Æ = l/a, hvor a =- 0,8152. 

loga 0,91126—1 —0,08874 

log^ = ^==-^— ^ = ^— — . 

l/a V^a ya 

0,91126—1 



log(— log.2;) = 0,94812 — 2 



0,8152 



_ 0,91126— 1 _ 0,08874 
"" 0,8152 0,8152 ' 

log h == 0,94812 — 2 — 0,91126 + 1 ; ft =. 0,10886. 

log(-.log^) = 0,94812 — 2 + 0,10886 =0,05698—1. 

— logÆJ = 0,11402; log^ = 0,88598 — 1; x = 0,7691. 



Exempler til øvelse. 

1. f23577'8 = 2,48553. 2. (|-)''= 11,86. 

3. V^jI = 0,959323. 4. 1^0,00035246 =- 0,137018. 

5. 0,53182.0,0614:5,1324. 6. l/6;56 . 25,7132. 

7. V^: 5,1624. 8. 1501,62.1,0357. 
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. 20,7583.3,97258 « ^„«^^, 

'• 27,50083 ^'^^^^^^• 

W. 0,27583.0,00768.7080,3.0,8279 = 12,41745. 

11. 0,023697.0,0039741 . 1,00053 = 0,00009422417. 

li. 52,8173:0,17483 = 302,1066. 

^. /5\'o ^ 10000^— 

13. [~j =0,1615. 14. 1/2 = 1,000069. 

15. ^^6;2 = 0,72478. 16. 713,005 V'OjOS 1421. 

17. V/0;4 + 0,517238. 18. 0,61325^—0,514232. 

19. Find Vda^ — Ab^ , naar a = 17,316 og 6 = 5,9123. 

•^ 1 21 ^59/ 1_\ 

1,0351« • ''*• 0,035 V 1,035W 

22. logÆJ = 31oga + iIog6 — J (2Iogc — logci); findo?. 

M. log ^ == 2 log a — I log 6 + 1 ; find a. 

1/ 0,5936. i, 42^ ^— — 
'^- V 1,3200.7,1« •'^"'^'^- *^' *^ 

26. V'— 1,7325. f^^^^. 27. j/log 0,5. 

28. Find a«— 3a + 2, naar a = 6,00007. 

29. M—f 0,51 632. 30. V^l/I^ + 1,6396«. 

31. Bevis, at a^«««' = y««^^ 

32. Find logs 713, logg 1024 og logg 1,73205. 

33. Tallene R, S og T ere ar, a« og at baade i en 
Differens- og i en Kvotientrække; find en Ligning 
mellem i2, S og T. 



-V'5 
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Exponentielle Ligninger. 

63. En Ligning kaldes algebraisk, naar den 
ubekjendte kun forekommer som Addend, Subtrahend, 
Faktor, Divisor, opløftet til Potens eller under Rodtegn 
(med rationale £xponenter). Finder man derimod i 



Jt 
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Ligningen Udtryk som log^, a'..., kaldes Ligningen 
transcendent. Af transcendente Ligninger ville vi her 
kun omtale de exponentieiie Ligninger, hvor den 
ubekjendte forekommer som Eiponent. 

Den simpleste exponentielle Ligning har Formen 

a' = b; 
man løser den ved at tage Logarithmen paa begge Sider 
af Lighedstegnet, hvorved man faar 

^ log a = log 6 : æ = =— ^ , 

° ' loga 

Man ser, at en Logarithmetabel ikke er Andet end en 

Tabel, der indeholder Løsningerne af Ligningerne 

lO*«- 1, 10*= 2, 10*=- 3 

Sammensatte exponentielle Ligninger kunne kun løses 
i enkelte Tilfælde: 

K Dersom der kun er ét Led paa hver Side af 
Lighedstegnet, reduceres Ligningen til en algebraisk Lig- 
ning, naar man tager Logarithmen. 

Exp. 3*. 4*-* = 5*-*. 

^ log 3 4- (1 — ^) log 4 = (2 — a?) log-5. 
a (log 3 — log 4 + log 5) = 2 log 5 — log 4 o. s. v. 

2. Dersom Ligningen ikke kan skrives med ét Led 
paa hver Side af Lighedstegnet, søger man at reducere 
Ligningen til en algebraisk Ligning ved at indføre en ny 
ubekjendt for et exponentielt Udtryk. 

Exp. 1. 5 . 3'-- 2.3-'=^. 

V 

Sæt 3'= y altsaa 3-*= ^^ = — . 
. 2 403 , - 403 „ - f9 

Mu har man 

8' — y — 9 og 3« A- 
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Af den første af disse Lignioger faas x = 2; den anden 
giver ingen reel Værdi af ai. 

Exp. 2 2 . 5*-*+ 3 . 5'-« = ^ . 

4 

De forekommende Tal bør opløses i Primfaktorer, 
da man derved, uden at bruge Logarithmetavlerne , vil 
finde de rationale Løsninger, hvis der gives saadanne. 

Exp. 3. 1/5 "^"^ . V^"^"*"' = 1125. 
Exp. 4. (5j?)^*>«' = 50. 

Exp. 5. 2 . 32-:r4_ 5 . 3^-1 = i|! . 

Exp. 6. Hvoriedes findes loga?^? 



Rentesregning. 



64. Den Afgift, som svares af en laant Kapital, 
kaldes Rente; i Reglen angives Renten af hvert Hun- 
drede (pro Cent) for den valgte Tidsenhed (Termin); her 
foretrække vi at gaa ud fra Rentefoden, det vil sige 
Forholdet mellem Renten og Kapitalen eller 
Renten af Kapitalen 1. 

65. Betegne vi Kapitalen ved A^ dens Rente i én 
Termin ved JS, Rentefoden ved r, have vi altsaa 

r = |; Æ = Ar. (1) 

Exp. Til en Rente af 5 pCt. (5^/0) svarer r = 5: 100 
== 0,05, til 3| pCt. svarer r — 3J : 100 = 0,0325, til 
4 J pCt. T = 0,0433 ... o. 8* V. 

Naar Rentefoden er 0,04, er Renten af 200 Kr. 
0,04 . 200 Kr. == 8 Kr. ; er r == 0,0425, bliver Renten af 
850 Kr. 0,0425 . 850 Kr. = 36 Kr. 12,5 0. o.s.v. 



■>- 
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66. Simpel ReDtesregaing. Er Kapitalen a, Rentefoden 
r, bliver Renten i én Termin ar, i n Terminer nar\ 
Kapitalen a er altsaa efter n Terminers Forløb voxet til 

b = a-^-nar == a(l-|-nr). (2) 

Ved Hjælp af denne Ligning kan en af de fire Stør- 
relser a, 6, n og r findes, naar de tre andre ere be- 
kjendte. Man maa erindre, at del her forudsættes, at 
den vundne Rente ikke selv forrentes. 

Exp. En IVIand har kjøbt 4 pCts. Obligationer for 
90 og sælger dem to Aar efter for 92; hvor mange pCt. 
p. a. (pro anno, aarlig) har han tjent? (simpel Rente). 

Da han i de to Aar har havt 8 i Rente, har han 
givet 90 og faaet 100; altsaa er 6 = 100, a =. 90, n == 2, 
hvoraf 100 = 90(1 + 2r); r = y^ = 0,055 . . . ; han har 
altsaa faaet 100 . 0,055 . . . = 5f p. C. p. a. af sine Penge. 

67. SammeDsat Rentes Regning. Vi forudsætte her, 
at Renten ved hver Termins Slutning lægges til Kapi- 
talen og forrentes med denne. Kalde vi den oprindelige 
Kapital a, Rentefoden r. Kapitalens Størrelse efter n Ter- 
miners Forløb a», finde vi 

«! == a -\- ar = a([ + r) , 

der viser os, at en Kapital, ved at staa én Termin, 

multipliceres med (\-\-r)\ nu slaar Kapitalen a^ 

atter én Termin og voxer derved til a^ =a(l -^rf- o. s.v., 

saa at man faar 

an- a(\+r)% (3) 

hvoraf a = "" =«„(! + /■)— (4) 

*• ( 1 -\- rf' 

Vi se heraf, at en Kapital forandrer sig med Tiden, 
saaledes at man ikke alene maa angive en Kapitals Stør- 
relse, men tillige det Tidspunkt, da den har denne Stør- 
relse; de to Formler (3) og (4) vise da, at: 
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Man kan flytte en Kapital frem i Tiden, 
naar man, for hver Termin den føres frem, 
multiplicerer med (1 +*'), og man kan føre den 
tilbage i Tiden, naar man, for hver Termin, 
dividerer den med (1+^)- 

Exp. £n Kapital er a Kr. 1860; hvor stor er den 

* 

1870, og hvor stor var den 1850, naar Rentefoden er r? 
1870 er den a(l -^r)^^ og 1850 var den a:(I + r)i^ 

68. Den fundne Ligning 

an = a(l -\-rY 
tjener til Bestemmelse af en af de fire Størrelser, naar 
de tre andre ere givne. I Reglen benyttes Logarithmer 
til Beregningen, og er n den ubekjendte, kan Ligningen 
kun løses ved Hjælp af Logarithmer; man har 

• fln = «(1+^)"; loga« = logaH- wiog(l +^)- 
a = anrfl+r)«; log a = log a„ — nlog(l +r). 



1+^ ""K"^' log(l+r) = — (logon — loga). 

logflTn— loga 



(5) 



log(1+^) 

Exp. 1. 500 Kr. voxe i 7 Aar til 600 Kr. Find 
Rentefoden. 

log (I 4- r) = |(log 600 — log 500) = 0,01131. 
l-l-r = 1,0264; r = 0,0264. 

2. Hvorlænge skal en Kapital staa paa Rente til 

4 pCt. for at fordobles? 

2a = a . 1,04«; log 2 = w log 1,04. 

_ 0,30103 ^ ..^ 
"" ""0,01703 '~~ ^'''• 

Man ser, at a gaar bort af Ligningen; derved vises, at 

Resultatet ikke afhænger af Kapitalens Størrelse. 
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3. En Kapital staar 4 Aar til 4pCt., derpaa 5 Aar 

til 5 pGt. , derpaa 6 Aar til 6 pGt. Til hvormange pCt. 

maatte den staa alle de 15 Aar for at give samme 

Resultat? 

a. 1,04*. I,06\ 1,06« = a(\+r)^\ 

log(I+r-) == iV (0,0681 2 + 0,10595 + 0,1 51 86). 

logll + r) = 0,02173; 1 + r = 1,0513, 

altsaa 5,13 pCt. 

69. Dersom man i en Opgave har at gjøre med 

flere Kapitaler, maa disse, for at kunne adderes 

eller subtraheres, henføres til samme Tid, i 

Reglen bedst til den Tid, da den ubekjendte Kapital 

tænkes udbetalt. 

Exp. 1. ^ har en Fordring a, der forfalder 1879, 

en Fordring 6, der forfalder 1900 og en Fordring c, der 

forfalder 1890; B har en Fordring d, der forfalder 1882 

og en Fordring e, der forfalder 1897; hvormeget skal B 

give A i Bylte 1892? (Rentefod r). 

A'& Fordringer ere 1892 henholdsvis 

a{\ +r)^^, b:(\ + rf, c(l + r)«. 

jB's Fordringer ere samme Aar 

cZll + r)io, e:({ + r)^. 

Den Sum, B skal give A i Bytte 1892, er altsaa 

a(l+r)ia+^»:(l+r)8+c(I+r)2— c?(l+r)i«— 6:(l+r•)^ 

2. A satte 500 Kr. ud 1860 og 300 Kr. 1870; 1880 

havde han i AU 2600 Kr.; hvor stor var Rentefoden? 

500 ( I + rf^ + 300 ( 1 + r)io = 2600. 

Denne Ligning er af anden Grad med Hensyn til (1 +r)^®; 

man faar 

_ -^±V9 + m _ -3 + 23- _ 
*' + '^* ~ 10 ~ 10 ' 

r = 0,0718, 

idet den anden Løsning maa forliastes. 
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70. Br«d«e Temiaer* Ligning (4) viser, at (3) ogsaa 
gjælder for et negativt Antal Terminer, naar man, ved at 
føre en Kapital — n Terminer frem i Tiden , forstaar, at 
den skal føres n Terminer tilbage. Formlen gjælder 
ogsaa for n brudden, naar vi, ved at dele en Termin i 
flere mindre, bestemme den til den lille Termin svarende 
Rentefod saaledes, at hverken Kreditor eller Debitor har 
Fordel af Delingen. Dele vi en Termin (Rentefod r) i q 
mindre (Rentefod rj, skulle vi altsaa have 

ail + r^)« = a(l +r), 
da denne Ligning udtrykker, at Kapitalen a voxer lige- 
meget, hvad enten den staaer ude i den ene hele Termin 
eller i de q ligestore Terminer, i hvilke denne er delt; 
man faar altsaa 



I +ri = l7t -l-r. (6) 

Exp. HvormangeJ pCt. halvaariig svare til 4 pCt. 
helaarlig? 



^ l-f-ri = yi,04= 1,0198, altsaa 1,98 pCt. 

Staar nu en Kapital i n hele og p af de smaa 

Terminer, voxer den til 

p p_ 

a(l+r)«(l+ri)^= a(l +r)«(l+r)^ = ail+rf^^ , 

der viser, at (3) ogsaa gjælder, naar Terminernes Antal 
er bruddent. 

71. Ammiteter. En Annuitet er . en Række lige 
store Summer, der betales én hver Termin; Annuitetens 
Kapitalværdi til et vist Tidspunkt, er den Kapital, 
som til dette Tidspunkt har samme Værdi som alle de 
enkelte Udbetalinger have tilsammen. Man finder derfor 
Kapitalværdien ved at føre alle de enkelte Udbetalinger 
hen til det angivne Tidspunkt og addere dem. 
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Lad Rentefoden være r, Terminernes Antal n, medens 
de lige store Summer ere a, og Å er Annuitetens Kapital- 
værdi samtidig med, at a betales sidste Gang. 
Den sidste Udbetaling bar da paa dette Tidspunkt Vær- 
dien a, medens den forrige har Værdien a(l+^)) <^6n 
forrige Værdien a(l + r)2 o. s. v. Den første Udbetaling 
har da, da den skal feres n — 1 Terminer frem, Værdien 
a(l + r)'»~*; man har altsaa 

Paa højre Side have vi en Kvotientrække med n Led og 
Kvotienten (t+r*), altsaa er 

A =-((i+rr~l) (7) 

Denne Formel benyttes f. Ex.,, dersom man søger, 
hvor stor en Kapital man har samlet, naar man hver 
Termin i længere Tid har sat den samme Sum paa 
RentQ. Dersom man derimod afbetaler en Gjæld G med 
n aarlige lige store Afdrag (Rentefod r), saaledes, at dét 
første Afdrag betales en Termin efter, at Gjælden er 
stiftet, bliver G Kapitalværdien en Termin før den første 
Udbetaling. Denne tindes, naar man fører den ovenfor 
fundne Kapitalværdi n Terminer tilbage i Tiden ved Divi- 
sjon med (1+^)**? "^^1° f^t^ir altsaa 



^ rV (I+^rj- 



(8) 



72. Af denne Ligning kan man finde 6r, a eller ?i, 
dersom i hvert af Tilfældene de fre manglende Størrelser 
er bekjendte; r kan derimod i Reglen kun findes ved 
Forsøg, da Ligningen med Hensyn til r er af Graden 

«+ 1. 
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Naar G beregnes, søger man først —- — - ved Hjælp 

af Logarithoier ; kaides denne Størrelse 9, har man 

log 9 = — nlog(l +r|; 9 = O, . . . 

a 
Og derpaa Cr = — (1 — q), (9) 

Dersom a og r ere smaa Tal, udføres den sidste Regning 
uden Logarithmer. 

Søges a, faar man 

vG 

a=- . (10) 

1 — q 

Søges 71, faar man 



rg I I _ rG a—rG \ 

"a~~" (l + r)«' (i^-r)«"" a "*" a 

m_^i« ^ . ^ loga — log(a— rG) 



(11) 



a — rG' log(l+r) 

73. Dersom a = rG^ er log (a — r6r) = logO = — 00; 
man betaler i dette Tilfælde kun Renten af Gjælden og 
faar derfor aldrig Gjælden afbetalt; dersom a<r6r, 
betaler man ikke engang Renten af Gjælden; a — rG 
bliver negativ og har ingen reel Logarithme. For a>rG 
er derimod Opgaven altid mulig. 

74. Dersom man søger n, finder man i Reglen ikke 
et helt Tal, men man faar n==p-\-a, hvor p er et helt 
Tal, og a < 1 ; naar man har betalt p Afdrag, er Gjælden 
ikke betalt, men betaler man a engang til, har man be- 
talt for meget; man kan derfor gjøre sin sidste Ud- 
betaling noget større, saa at hele Gjælden er betalt efter 

p Terminer; er denne Forøgelse æ, altsaa ført tilbage 

a 

■-r—, — ;;, har man derfor 

(1 + r)^' 

n^±(. L _\ a =—l\ L \ I ^ 

hvoraf ^ = ^ ( I — _— — _ } . 

r\ (1 +rf) 
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I Praxis kan man sætte 

X = aa , 

idet man derved betaler lidt for meget, medens man, ved 
at betale Restbeløbet aa en Termin senere, vilde betale 
for lidt. Det vilde imidlertid føre os for vidt at vise 
dette her. 

Exp. 1. En Gjæld A til 4 pCt. afbetales, idet man 
i 10 Aar betaler 100 Kr. aarlig; hvor stor er Gjælden? 



0,04 \ l,04W 



log ^ = — 10 . 0,01703 = 0,82970 — 1 ; q = 0,6756. 
A == 100 . 0,3244 : 0,04 = 81 1. 

Der er ikke interpoleret ved Bestemmelsen af ^, da den 
sidste Decimal af Logarithmen er upaaiidelig. 

Exp. 2. En Gjæld paa 1622Kr. til 4 pCt. skal være 
afbetalt i 10 Aar; hvor stort er det aarlige Afdrag? 

1622.0,04 1622.0,04 

Exp. 3. En Gjæld paa 200 Kr. til 5 pCt. forrentes 
og afdrages med 150 Kr. aarlig; efter hvor lang Tids 
Forløb er den betalt? 

^ _ logl50-log(I50-100) __ 0,47712 _ ^^ ^_ 

"" i^^T;o5 ^ o;o2m ~ ^^'^'^• 

\. = i^/, L_\^ Ji^00249 -747 

"" 0,05 y 1,05«.^^V - 0,05 ^'"^^^ ~ ^^'^• 

Af Æ = aa faar man æ == 77,4. 

Exp. 4. En Gjæld Å betales i 10 Aar, idet den 
aarlige Udbetaling er det dobbelte af Renten af den op- 
rindelige Gjæld; flnd r. 
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^==?^^,__i__j; (l+r)io_2; r = 0,0718. 

Exp. 5. En Gjæld Å (Rentefod r) kan afbetales i 
n Aar med et vist Afdrag; hvorlænge varer det, naar 
Afdraget fordobles? 

T \ (l + r-r/ r\ (I +/•)*/ 

,. «. log 2 + n lo g(lH-y) — logQ 1 + yr+l) 

logd + r-) 



Exempler til øvelse. 

(Rente af Rente.) 

1. 713 Kr. 25 Øre staa i 15 Aar til S^pCt. aarlig; hvor- 
meget har man da? 

2. Til hvilken Rentefod skal en Kapital staa for i 20 Aar 
at blive 3 Gange saa stor, som den oprindelig var? 

3. Hvormange Aar skal 7291 Kr. 75 Øre staa for at 
voxe til 20000 Kr., naar den aarlige Rente er 24 Øre 
af 5 Kr. 

4. Paa en Kapital a tabes aarlig lOOr pCt.; hvor stor 
er den efter n Aars Forløb? 

5. Paa en Kapital a vindes n Aar og tabes derpaa n 
Aar aarlig lOOr pCt. ; hvor stor er den efter de 2n 
Aars Forløb; hvor stor er den, dersom der først 
tabes og derpaa vindes? 

6. Til hvilken Sum vil 1 Øre til 5pCt. voxe i 1885 Aar? 
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7. Kjøbenhavn havde 100000 Indbyggere Aar 1800, 
210000 Indbyggere Aar 1876; hvormange Indbyggere 
vil den have Aar 2000, dersom Folkemængden aarlig 
voxer lige mange pCl.? 

8. A skal betale 713 Kr. 1890, 1911 Er. 1886, og 1000 
Kr. 1878; han ønsker at betale hele sin Gjæld 1884; 
hvormeget skal han da betale, naar Renten er4^pCt.? 

9. 300 Kr. staa et vist Antal Åar og 500 Er. dobbelt 
saa mange Aar til 5 pCt. De to Summer ere til- 
sammen voxede til 1500 Kr. Hvormange Aar? 

!#• Hvilken maanedlig Rente svarer til 6pGt. p. a.? 

11. En Øre af 100 Kr. i Rente daglig, hvormange pCt. 
p. a. er det? 

12. A har nu en Gjæld, som han skal betale om 15 Aar; 
den Sum, han da skal betale, adderet til den Sum, 
han skulde have betalt, hvis han havde afgjort 
Gjælden for 15 Aar siden, udgjør Gjælden, multipli- 
ceret med 2,5. Find Rentefoden? 

13* A sætter aarlig 700 Er. i Sparekassen; hvormeget 
har han efter 20 Aars Forløb, naar Renten er 3,8 
pCt. p. a.? 

14. H vorlænge varer det, før en Gjæld er afbetalt, naar 
Renten er 4 pGt. og der aarlig betales 6 pGt af den 
oprindelige Gjæld? 

15. A handler med en Kapital paa 20000 Kr. og tjener 
aarlig 20 pCt.; til at leve for bruger han aarlig 
2000 Kr., der lægges tilside Wed Aarets Begyndelse; 
hvormeget ejer han efter 25 Aars Forløb? 

16. Paa en Gjæld af 775 Kr. til 4 pGt. afbetales aarlig 
31 Kr. Hvorlænge varer det, før Gjælden er betalt? 
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17. To Kar rumme hvert 100 Potter; det ene er fyldt 
med Vin, det andet med Vand; samtidig tages der 
en Pot op af hvert Kar og heldes over i det andet 
Kar; hvad er der i Karrene, naar denne Operation 
er gjentaget 20 Gange? 

18. Hvormeget skal man indskyde i en Sparekasse aarligt 
i 10 Aar for i de følgende 10 Aar at kunne hæve 
800 Kr. aarlig? Renten er SJpCt.p.a. 
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m. TUlseg. 



Permutationer og Kombinationer. 

1. PeraatatieMr. Dersom en Gruppe af Gjenstande 
f. Ex. Bogstaver (Elementer) stilles efter hinanden i en 
bestemt Orden, danne de en Række. Ved Antallet af 
Permutationer af n Elementer forstaa vi Antallet af 
forskjellige Rækker, der kunne dannes af disse Elementer. 
Vi ville betegne dette Antal ved Pn> Man bar da f. Ex. 
P3 = 6, idet tre Elementer kunne opstilles paa 6 Maader 
(abcy acb, bca, bac, cab, cba), 

2j_ n Elementer kunne permuteres paa 
1 . 2 . 3 . . . 77 Maader. 

Lad a^, a^, a^ . , ,an være de n Elementer. Af 
Rækkerne ville vi betragte dem, der begynde med a^; af 
disse er der saa mange, som der er Maader, paa hvilke 
man kan stille de øvrige n — 1 efter a^\ dette Antal er 
Pn-i; da der er lige saa mange af de Pn Rækker, der 
begynde med ag, med a^ o. s. v., har man altsaa 

Pn = nPfi—i. , 

hvoraf Pn_i = (w — I ) Pn-l , 

Pn—2 = (W — 2)jPn— 3, 



P, = 2P,, 
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hvoraf ved Multiplikation 

Pn = n{n — \){n—2). ..2.1. 
Dette Tal betegnes for Kortheds Skyld ved [n]. 

3. Dersom a af Elementerne ere ens, blive de 
Rækker ens, der kun ere forskjellige derved, at de ens 
Elementer ere omsatte indbyrdes. Der falder saaledes 
\a] Og [a] Rækker sammen til én, og det hele Antal Per- 
mutationer er derfor [n]:[a]; ere /9 andre Elementer 
ens, maa Antallet yderligere divideres med [/9] o. s. v. 

Exp. En By har Form af et Rektangel; den har 
m 4- 1 parallele Gader paa den ene Led og n 4-1 paa 
den anden; paa hvormange forskjellige Maader kan man, 
uden at forlænge sin Vej, gaa fra det ene Hjørne af 
Byen til det modsatte? 

Lad os sætte el a, hvergang vi gaa et enkelt Stykke 
i den ene Retning, et 6, naar vi gaa i den derpaa 
vinkelrette Retning; en Række som 
'. aababbbaaba . . . . , 

hvor å forekommer m^ b n Gange, vil da repræsentere 
én Vej; der er altsaa saa mange forskjellige Veje, som 
der kan dannes Rækker af m + n Elementer, af hvilke 
henholdsvis m og n ere ens; det søgte Antal er derfor 

• 

[m 4- wj : \m\ : [nj. 

4. Ved Pn,m (Permutationer af n Elementer til m) 
forstaa vi det Antal Rækker med m i hver, som kunne 
dannes af de n Elementer [m < n). Af Rækker, der 
begynde med a^, er der saa mange, som der er Maader 
at udtage de manglende m — 1 mellem a^^ a^ . . a«; da 
dette Antal er P«_i, m-i og Antallet af Rækker, som 
begynde med a^^ a^ . . , maa være det samme som An- 
tallet af dem, der begynde med a^, faar man 
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Og P«-i, m-1 = (n — 1 1 Pn-«. m^ii 



Pfi—m-i-l, 2 = (W — m + 2) Pn— m+1, 1 , 
Pfi-m-^l, 1 == W — W + 1 , 



hvoraf 



fnl 

i^^ = 7i(n — l)..(n — m+1) = 



Exp. Pind Summen af alle de Tal, der skrives med 
br forskjellige Giffre, og i hvilke O ikke forekommer. 

Ethvert; Ciffer staar paa samme Plads i Pg.« af Tallene 
og ligesaa hyppigt paa de an^re JPladser ; Summen er 
derfor (I +2 + .. + 9) (I ^>T0^P8.4. 

5. Pemntationer ned fijcntagelser. Vi forstaa herved 
saadanne Permutationer, ved hvilke det samme Element 
kan forekomme flere Gange i den samme Række; ved 
de Rækker, der begynde med a^, blive da de manglende 
m — 1 Elementer ikke som ovenfor at udtage mellem 
n — 1 , men mellem n Elementer; vi faa derfor, idet vi 
betegne denne Slags Permutationer ved /7, 

i/tt, m '^ W 7/«, m — 1 , 
lin, m-1 = n Un, m— 2 » 



IIn,2 =' W Æ, 1 , 
JJn,i = n, 

hvoraf /?;,„ = n"». 

Exp. Antallet af Tal i Rækken O, 1 , 2 . . 10» — I 
er 10»; skrives de Tal, der have færre end n Ciffrre, som 
n-ciffrede, idet der sættes Nuller foran, danne Tallene i 
Rækken alle de her betragtede Permutationer af de 10 
Ciffre til n; Formlen giver altsaa ogsaa Antallet 10". 
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6. Konbiiiati^iier. Dersom vi mellem n Elementer 
udtage Grupper paa m, uden at tage Hensyo til Ordnen 
af disse m, danne Grupperne Kombinationer af n til m; 
vi betegne deres Antal ved Kn,m' 

Da der af hver Gruppe af m Elementer kan dannes 
[m] Rækker, og vi derved faa alle Permutationerne, er 

altsaa 

n[n — 1 L . . (n — m + M [w] 



•An, m — 



I . 2 . 3 . . . w [m] \n — m] 

Da Antallet maa være et helt Tal, ser man heraf, 
at Produ ktet af de m første Tal af Talrækken p ^aar op 1 
Produktet af hvilkesomhelst m paa hinanden følgende 
Tal; endvidere ser man, at Antallet er det samme, hvad 
enten man kximbinerer n til m eller til n — m. Delte 
er ogsaa umiddelbart indlysende, thi hvergang man ud- 
tager m; lader man n — m blive tilbage. 

Exp. Gjennem to og to af n vilkaarlige Punkter 
trækkes rette Linier; hvormange Skæringspunkter, for- 
uden de givne, faa disse Linier? 

Gjennem 4 vilkaarlige af Punkterne kan man trække 
6 Linier, og disse faa tre ny Skæringspunkter; det søgte 
Antal er derfor ZKn.A- 

7. Ved Opgaver af den her behandlede Art bør 
man vogte sig for at komme til Rækker. Skal man f. Ex. 
finde Antallet af Skæringspunkter for n Linier, bør man 
ikke ræsonnere saaledes: den ene Linie skærer de n — 1 
andre, den næste n — 2, den næste n — 3 o. s. v. ; men 
man bør sige: et Skæringspunkt dannes ved Kombina- 
tionen af to Linier, altsaa er der -Si,, 2 Skæringspunkter. 



« ^ 



' • • _ _ __ _ 

'■» 






r^- 
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Ezeiqder til j9?daø. 

1. En Mand har 5 Par Benklæder, 4 Veste og 3 
Frakker; hvor ofte kan han vise sig i forskjellig 
Paaklædning? 

2. Paa hvormange Maader knnne 52 Kort deles lige 
mellem 4 Personer? 

3. En Plan ér bestemt ved 3 Punkter; hvormange 
Planer kan der Isgges gjennem tre og tre af n vii- 
kaarllge Punkter, og hvormange Skæringslinier, der 
ikke gaa gjennem et af de givne Punkter, faa disse 
Planer? 

4. Hvormange forskjellige Udtryk kan man, ved Ombytr 
ning af Bogstaverne, danne af ia + b){C'\-d){e'{-f).. ., 
hvor Bogstavernes Antal er 2n? 

3. Paa hvormange Maader kunne n Herrer og n Damer 
sidde om et Bord, naar hver Dame skal sidde 
mellem to Herrer? 

€. Bevis, at Antallet af Tal, der gaa op i a"* 6" c'. . . , 

hvor a, 6, c ere Primtal, er 

(m+l|(n+l)(/>+l)... 

7. I en Permutation af Tallene 1 , 2 , 3 . . . n danne to 
vilkaarlige af Tallene en Inversjon, naar det første 
er det største. Hvormange Inversjoner finder man i 
alle de [n] Permutationer af Tallene? 



Binomialformien. 

8. Man har 

{X + Ol) {a + a,) = «*+ (ai + a,) æ + a^a^. 
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Vi ville nu søge et almindeligt Udtryk for Produktet 

P„ = (^ 4- aj (^ + ajj) . . . (^ + an). (1) 

For Kortheds Skyld ville vi ved Sn,p forstaa Summen af 
Produkterne af p og p af de n Størrelser a^, a^ . , .««; 
man har altsaa 

5»,i = a^ -f- a.^ -f . . a« 



^n^n — *'i^2 • • ^'> 



(2) 



(3) 



Derved skrives Ligningerne ovenfor 

P^ = 4?2 4-aS2,1^ + S2.2, 

Pg = ^^+/S8,l«^+'S8.2A- + 53,8; 

man slutter heraf, at man i Almindelighed maa have 

Pn = X^+SnA^^^ + Sn,2^r«-2 + . . | 

For at bevise Rigtigheden af denne Slutning, benytte 
VI det saakaldte laduktionsbevis; dette bestaar deri, 
at vi bevise, at, dersom Formlen (3) gjælder for én Værdi 
af n, gjælder den ogsaa for den følgende Værdi af n; 
naar dette er bevist, kunne vi slutte, at Formlen er 
almengyldig, thi den gjælder for n === 3 og derfor ogss^a 
for 71 = 4, men gjælder den for n = 4, gjælder den 
ogsaa for n = 5 o. s. v. 

Af Pn danne vi Pn^i ved Multiplikation med ^ + a«+i; 
vi faa derved 

Pn^i = 0?«+^ + {Sn, 1 + ^«+i)^'* . . 

Nu bestaar Sn+up dels af Led, der ikke indeholde Faktoren 
On^i, dels af Led, der indeholde denne Faktor; de første 
Led ere netop Sn,p] i de sidste kan man sætte den 
fælles Faktor On+i udenfor en Parenthes; i Parenthesen 
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findes da SumnieD af Prodakterne af p — 1 og p — 1 
af Størrelserne a^, a^..anj men denne Sum er netop 
Sn,p-u man har altsaa 

Sn-i-Up = Sn,p + a»-H Sn,p—i (4)- 

og følgelig ~ 

der viser, at Formlen (3) gjælder for «+ 1, dersom den 
gjælder for n; den gjælder altsaa almindeligt. 

9. Dersom a^ ^ a^ , . ^= On = a, 
bliver P« = (4? + «)", 

medens alle Leddene i Sn^p blive a^ Antallet af saa- 
danne Led er lig det Antal Maader, paa hvilke p Stør- 
relser kunne udtages mellem n, altsaa JKn,p. Af (3) faar 
man derved 



hvor An,l = J] Kn,2 = I 2 > 



(5) 



_ n (n — 1) . .(n — p + ll 
^"•'^ 1.2..;> ~ • 

Ved Hjælp af denne Formel, den saakaldte Bino- 
m i alf orm el, kan en toleddet Størrelse opløftes til n^ 
Potens. Da Kn,n-^p = ^n.f>, danne Koefficienterne en 
symjonetrisk Række . Bave æ? og a forskjellige Fortegn, 
blive Leddenes Fortegn afvexlende + og — . Det er 
naturligvis underforstaaet , at n er et positivt helt Tal. 
Exp. 
(a + af = a?'^ + bæ^a + I Oæ^a^ -f I Oæ^a^ + baa^ + a^ 
(a — a)« = ar« — ^a^a + 1 5^*a2 — 20a;^a^ + 1 5^««* 

— 6aa^ + a^ 
(a + bif = a7 — 21a»62 + 35a»6^ — 7aft« 
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Bevis, at 1 +^«.l + ^n.2 + . . i^n.n-l + 1 = 2». 

Hvilken Formel kan udledes ved Sammenligning af 
KoefQcienterne til x"" i Identiteten 

(1 + xY[\ + xY = (1 + ^)^"? 



Taylors Formel. 

10. Et Udtryk, d«r indeholder x^ og hvis Værdi 
derfor er afhængig af den Værdi, som man tillægger Xy 
kaldes en Funktion af x, Saaledes er f. Ex. ^x^ 
log . Æ?, a^**, 3a?2 + 5ar + 1 o. s. v. Funktioner af x. For 
Funktioner af x hruges Fællesbetegnelsen f(x) , hvor dog 
/ kan erstattes ved andre Bogstaver. f(x) betegner altsaa 
ethvert Udtryk, der indeholder x. Her ville vi kun be- 
tragte hele, rationale Funktioner af x^ det vil sige Funk- 
tioner af Formen 

^ f[x) = a 4- 6Ær + CÆ« -f . . . (1) 

11. Af en given Funktion af x^ f\x)^ dannes en ny 
Funktion af æ, den afledede Funktion af /(^), paa 
følgende rent mekaniske Maade: Af ethvert Led i f(x) 
dannes et Led af den afledede Funktion, idet man multi* 
plicerer Leddet med Exponenten til x og trækker 1 fra 
Exponenten. Af \x^ dannes saaledes 3 . ^a^-^ =» 1 2^^ ; 
af ax'^ dannes nax**^^, af a eller oa*® dannes O . ax"^, saa 
at Led, der ikke indeholde x, ingen Betydning faa ved 
Dannelsen af den afledede Funktion. Den afledede Funk- 
tion af f(x) betegnes ved /'(æ?); af denne kan atter 
dannes dens afledede Funktion /''(æ), og saaledes dannes 
videre /'"(Æ?)../('»)(A'). 

6 
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Exp. f(æ) = jj* — 3^3 4. 6«2 4- 5-1. _ 1 . 
f(x) =: 4^3_ 9^2 ^ i2d? + 5. 
f(x) « 12^*-*— 18^ + 12. 
/'"(^)= 24æ?— 18. 
//F(^)== 24. 

/^(^) = 0. 
Man ser let, at dersom f(x) = a^x^ + a^af^^ + • • » 
bliver /<*> (æ) = Oq n |n — 1 ) . . 3 . 2 . 1 , medens de følgende 
afledede Funktioner ere Nul. 

12. Det hænder ofte ved Anvendelser laf Algebraen, 
at -man i en Funktion af x skal ombytte x med x -^-h^ 
hvor h er vilkaarlig, og man ønsker da i Reglen Re- 
sultatet ordnet efter Potenser af A. Saaledes af 

f(x) = 3æ:2 + 2æ? + 1 
faar man 

f(x -f. A) = 3(0? + A)2 + 2(« + A) + 1 

= 3^2 + 2« + I + A(6æ? + 2) + 3A2. 
Denne Ordning kan naturligvis altid i de forekommende 
Tilfælde udføres, idet man udvikler de forekommende 
Potenser af ^ -{- A efter Binomialformlen og ordner ; man 
kan imidlertid ved Hjælp af de afledede Funktioner danne 
en almindelig Formel. 

Af f(x) = ao^;« + a^a^^ -f a^a?*-« + . . 
dannes 

/(Æ + A) « ao('» + Ar + ai(^ + Ar-* + a2(^ + '0'*"*+.., 
hvor 

(x + h)^ = x^ + ^x^^h + ''^'l~^^ ai^nK. 

I I • jC 

(.^+A,«-» = ^24.^ .^-»;, 4. ( n-2)(n-3) ^^^, ^ ^ 
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For at faa /(^ + ^)> multiplicerer man disse Ligninger 
henholdsvis med Gq , a^ , ^2 • • • og adderer. Man faar 
derved • 

hvor 

wi'^-n. _, . (n-l)(n-2)^ _« . 1 



^2 = 



1.2 ^ -r j^2 ' ^ \.r ^ ' 



(2) 



hvorved 

h W- \ 

idet/^«)!^?) « aow(n — l)(n — 2)..3.2. 1. 

Denne Formel er bekjendt under Navn af Taylors 
Formel; det er her forudsat, at n er et helt, posi- 
tivt Tal. 

Exp. Hvad bliver /(o? + 1 ) , naar 

/(^) = ^8 + 2^2 ^ Æ? — 1 ? 
Man har 

f[x) = 4;3 + 2æ?2 + ^— 1 ; f[x) = %x^ + 4^ + 1. 

/'(^) = 6^ + 4; /"(^) = 6; A = 1, 
altsaa 

/(^ + 1) =: ^3 _|_ 2^2 4. ^ — 1 4. (Bjj2 4- 4Ær + 1) A 

+ (3Æ? + 2)A2 + 7i8. 

13. Af 

/(x + A) = /(ar) +/'(«;) +/"(Æ) j-;2 + • • 
følger 

Denne Ligning er identisk, og vi kunne derfor over- 
alt sætte A = 0; derved falde alle Led paa højre Side af 

6* 
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LighedstegDet undtagen f(x) bort. Brøken paa venstre 
Side bliver ubestemt, men faar en vis Grænseværdi, naar 
h nærmer sig til Nul (I, 122); man har aitsaa 

hvor Tegnet lim. betyder, at man paa højre Side skal 
tage Grænseværdien, det vil sige den Værdi, til hvilken 
Brøken nærmer sig, naar h aftager mod Nul. Saaledes 
faar man f. Ex. for f(æ) == x^ 

f{x) = hm . ^ — — = hm . h — 

= lim (Zx^ + Zxh + h^) = Zx^. 
14. Medens der i Følge vor Definition kun kan 
dannes afledede Funktioner af hele, rationale Funktioner, 
har derimod Brøken i (3) en Grænseværdi ogsaa for 
andre Funktioner. Differentialregningen gaar ud paa at 
bestemme denne Grænseværdi for alle Funktioner, og, 
idet man da ved /'(^) forstaar den, viser man, at Taylors 
Formel med visse Indskrænkninger bliver almengyldig. 

17 XI ^ i/~" sn ^ 1- Vx + h — Vx 
Exp. f(x) = yx', f(æ) = hm 5— r . 

JMultipliceres Brøkens Tæller og Nævner med 

Vx -^ h + Vx\ 

faar man 

h 1 I 

f(x) = lim -- -=:r « lim 



h{Vx'\'h + Vx) Vx+h-\-Va: lyx 



Exempler til øvelse. 

1. Find f[x - 2) , naar f[x) == 3^?^ — æ? — I . 

2. Find f[x 4- h) , naar f(x) = o;* + .-c« + 1 . 

3. Find/'(^), naar /(^) = (æt + a)». 

4. Find/'(Æ;), naar /(^r) = — . 

X 
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Kjædebrøk. 

15. En Kjædebrøk er en Sum af et helt Tal og . 
en Brøk, hvis Tæller er 1, og hvis Nævner er en ny 
Kjædebrøk. 

Skal en Brøk forvandles til Kjædebrøk, skrives den 
som blandet Tal; Brøken i dette skrives som 1, divideret 
med den omvendte Brøk, der atter skrives som et blandet 
Tal o. s. V. 

Exp. 

85 _ 119 , J9 ^ 1 . H ^ 1 

33 '33' 33 ~ l+li' 19 "^ I + x\ ^'^*^' 

altsaa 

^ _ ? ^ _ j 



1+- i 



2 + -^ 



'+i 



iMan ser let, at man netop udfører de samme Reg- 
ninger, som naar man søger største fælles Faktor for 
Tæller og Nævner, og at de Tal, som man søger, netop 
ere de Kvotienter, som faas ved Divisjonerne. 

_ 117 331 (13 . ,, ^.. p. , V . 

Exp. -jY , -yr- Og jzTj: forvaudles til Kjædebrøker. 

16. Den almindelige Form for en Kjædebrøk er 

7 = ^0+ —y 



^2 "i" • * • j 
hvor aø, a^, a^ . . kaldes de ufuldstændige Kvo- 

tie n ter, medens enhver af disse, naar den følgende 

Kjædebrøk adderes til den, giver en fuldstændig 

Kvotient; den til Op svarende fuldstændige Kvotient 
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ville vi betegne ved Xp\ man har altsaa 

^ = ojq = ao + — == Oo + 



1 a^-\ o. 8.V. 

Dersom man standser l£jædebrøken ved en ufuldstændig 
Kvotient og bortkaster det øvrige, faar man en Kon- 
vergent til Ejædebrøken. Standse vi ved a^, faa vi 
saaledes en Konvergent, hvis Tæller og Nævner vi ville 
betegne henholdsvis ved yp og Zp\ man har altsaa 

^ = ^; ^ = ao + -o.s.v., 

der egentlig bør skrives 

yo=«oj ^0 = ^ yi=«o«i + M 2:1 =ai o. s.v. 

17. Beregning af Konvergenteme. Man har ved al- 
mindelig Reduktion 

^2 _^ qo«i«2 + ^o + g2 ^ «2yi +3/0 . 

1^ = M^^i o. s. V. 
Man slutter heraf, at man almindeligt maa have 

Vr^ ^^ Qryr-l + yr~2 , 
5^r «r^r— 1 + 2r-2 ' 

Og Slutningens Rigtighed vises ved Induktion. Betragt^ 

Vr+l Vr 

ning af Ejædebrøken viser, at man kan danne ^-—^ af — 

Zr^i Zr 

\ 

ved i den sidste for Or at sætte ar -\ ; man faar 

altsaa, hvis (1) gjælder. 



(I) 



(^ + «i;)^^-+^^- 






[or H ) Zr~i + 2^r-2 
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der viser, at (I) gjæider for enhver Værdi af r, dersom 
den gjæider for den nærmest lavere. 

JMan kan nu let danne Konvergenterne efterliaanden, 
idet man først opskriver de to første og benytter (1). 

Exp. 1. Ere de ufuldstændige Kvotienter 2, 1, 1, 3, 
1, 3, 2, faar man Konvergenterne 

A A A i? i? 1^ 152. 
1 ' 1 ' 2 ' 5 ' 7 ' 26' 59 ' 

den sidste Konvergent er selve Kjædebrøken. 

Exp. 2. Find Konvergenterne, naar de ufuldstændige 
Kvotienter ere 1, 2, 3, 1, 1, 2, 1, 2, I, I, 2, 3. 

Exp. 3. Find Konvergenterne til Kjædebrøken 

(a, a, a, a, a, a, a) *). 

18. (1) viser, at enhver Konvergent ligger 
mellem de to foregaaende og nærmest ved den 
sidste (I, 81); dens Tæller og Nævner ere nemlig 
dannede ved Addition af de to foregaaendes, efter at den 
sidste af disse i Tæller og Nævner er multipliceret med ar. 
Sætter man ar for ar, faar man selve Kjædebrøken i Stedet 

Vr 

for Konvergenten — : selve Kjædebrøken ligger 

derfor ogsaa mellem to hvilkesomhelst Kon- 
vergenter og nærmest ved den sidste. 

19. Lad os nu paa en vertikal ret Linie afsætte 

Punkterne ^0) -^n -^2- • > ^^^^ Højder angive Konvergen- 
ternes Værdier. -4^ ligger da o\eTAQ] A.^ falder mellem 
Aj^ og Aq og nærmest ved A^; A^ falder mellem A2 
og A^y nærmest ved A^ o. s.v. Da den sidste Kon- 
vergent er selve Kjædebrøken, slutte vi heraf, at: 



*) En Kjædebrøk betegnes ofte saaledes ved sine ufuldstændige 
Kvotienter. 
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Kjædebrøken er større end Konvergenterne 
med lige, mindre end Konvergenterne med ulige 
Index; Konvergenlen med Index O er den mindste, den 
med Index 1 den største af dem alle. 

20. Ligningen (1) staar egentlig i Stedet for de to 
Ligninger 

yr = arl/r-i + yr-2 . ^g. 

Zr === arZr—i + Zr-2 






Af disse faas, naar ar elimineres, 

der viser, at man i et Udtryk som det paa venstre Side 

af Lighedstegnet kan gjøre index 1 lavere, naar man 

samtidig giver Udtrykket modsat Fortegn; fortsætter man 
paa denne Maade, faar man tilsidst 

For r == \ faa vi altsaa Værdien 1 , for r = 2 faa vi da 
Værdien — I o. s.v. , saa at man almindeligt har 

^'*^*-"^'\^ ';;,.;-• S . yrZr-i— Zryr-i — (— I r+'. (3) 

Heraf følger, at Konvergenterne ikke kunne for- 
kortes. 

Man faar nu 

Z,r Zr--i ZfZr — 1 mmm^««* 

Denne Ligning viser, at Forskjellen mellem to 
paa hinanden følgende Konvergenter bliver 
numerisk mindre og mindre, jo større r bliver, 
og at denne Forskjel er afvexlende positiv og 
negativ. Da Kjædebrøken ligger mellem de to Kon- 
vergenter, ser man tillige, at man ved for Kjædebrøken 

at sætte '^^^ begaar en Fejl , der er mindre end ^ . 

Zr — 1 Zr — 1 
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21. Enhver Brøk, hvis Nævner er mindre 
end en Konvergents Nævner, kan ikke ligge 
Kjædebrøken saa nær som denne Konvergent. 

Lad Ronvergenten være ^— o^ q<,Zr\ da er 

Zr 
q Zr qzr ' q Zr+l qZr-\-i ' 

hvor de to Differensers numeriske Værdier ere større end 

1 p 

, da deres Tællere mindst ere 1. — kan derfor 



ZrZr^i q 

ikke ligge mellem de to Konvergenter, da disses Forskjel 

1 p 

er ; Forskjellen mellem ~ og Kjædebrøken maa da 

ZrZr-^i q 

være større end i al Fald den ene af Differenserne ovenfor 
og derfor ogsaa større end , der atter er større 

ZrZr-^-l 

Vr 

end Forskjellen mellem Kjædebrøken og — ; denne Kon- 

Zr 

p 

vergent er derfor nærmere ved Kjædebrøken end — . 

Konvergenterne have altsaa den Egenskab, 
at de for Kjædebrøken give tilnærmede Udtryk, 
der skrives med mindre Tal end alle andre 
Brøker, der udtrykke Kjædebrøken med lige saa 
stor Nøjagtighed. 

22. Kjædebrøker kunne være uendelige, men maa 
da have en irrational Værdi, da alle rationale Tal for- 
vandles til endelige Kjædebrøker. Kjædebrøkens irratio- 
nale Værdi er den Grænseværdi, til hvilken Konvergenterne 
nærme sig, naar Index voxer uden Grænse. 

En uendelig Kjædebrøk kan være periodisk (ren 
eller blandet), idet de samme ufuldstændige Kvotienter 
stadig gjentages i samme Orden; Værdien af en saadan 
Kjædebrøk bestemmes som Rod i en kvadratisk Ligning; 
er f. Ex. æ = (l, 2, 3, 1 , 2, 3, . . . ) , 
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har man ^ . 1 

idet Kjædebrøken maa have Værdien ^, selv om man 
afskærer den første Periode; Konvergenterne ere 

J_ _3_ 10 10a? + 3 

I ' 2 ' y 7æ? + 2' 

hvor den sidste er selve Kjædebrøken; man har altsaa 

4 + 1/37 



7æ?2 + 2^ = 10^ + 3, hvoraf x = 



7 



idet den negative Værdi af x maa forkastes. Omvendt 
kan en positiv Rod i en kvadratisk Ligning udvikles i 
en uendelig periodisk Kjædebrøk; vi ville kun vise dette 
ved et Exempel. 

Exp. Er « = V/T3 , sætte vi a? = 3 H , idet 3 

^1 

er det største hele Tal i 1^13; vi faa da 

idet Brøken ligger mellem 1 og 2; nu er 

^«-l/T3-l ~ _3 ""'+^3' 
_ _^ 1/13 + 2 _ , ^ _L 



1/13—2 3 



X 



4 



Fortsætte vi saaledes, faa vi 



^ = (3, 1, 1, 1, 1, 6, 1, 1 . . .). 
Exp. 1. Find Konvergenterne til (2, 1, 3, 1, 1, 1, 2, I, 4). 

2. Find Konvergenterne til 431273 ; 391524. 

3. Find Værdien af (1, 2, 2, 1, 3, 2, 1, 3...); 
beregn den sjette Konvergent og undersøg Af- 
vigelsen. 

4. Find de 4 første Konvergenter til 3,14159265. 
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Om hele Tak 

23. Hen nbeslemte Ligning af første CIrad. Ligningen 

ax — by = c Jl) 

kan ikke bestemme de to ubekjendte æ og y. \ Stedet 
for den manglende Ligning kan man sætte den Be- 
stemmelse, at æ og y skulle være hele Tal. a, 6 og c 
antages at betegne hele Tal. a og b kunne forudsættes 
indbyrdes primiske, da en fælles Faktor for a og i ogsaa, 
hvis Opgaven er mulig, maatte findes i c og da kunde 
bortdivideres. 

Ligningen har uendelig mange Løsninger, men disse 
findes let alle, naar man kjender én Løsning. Antag 
nemlig, at Ligningen tilfredsstilles af ^ = a og y = ^: 

man har da 

aa — bp === c 

og ved Subtraktion fra (1) 

, «. ^ . « ^ — o. b 
a(x — a) — b(y — P) == O, hvoraf ^ = — . 

b '^ 

Da — er en uforkortelig Brøk, maa man her have (I, 99) 

X — a = mb \ y — ^ = ma , 

altsaa æ? = « + w6; y = /? + Twa, (2) 

hvor m er et vilkaarligt helt Tal. 

Ofte er det tillige givet, at æ? og y skulle være posi- 
tive; man kan i saa Fald kun benytte saadanne Værdier 
af m, for hvilke 

a + m6>0; /94-ma>0. 

24. Vi behøve saaledes kun at finde én Løsning 
for at kjende alle Løsninger. Til at finde den ene Løs- 
ning har man forskjellige Methoder. 

1) Da Værdierne af x danne en Differensrække med 
Differensen 6, maa to vilkaarlige Tal med denne Differens 
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enten begge være Værdier af x^ eller ogsaa maa der 
mellem dem ligge en Værdi af æ. Man prøver derfor, 
idet man for æ indsætter alle hele Tal fra — \b til \b 
(eller for y alle Tal fra —\a til |a), til man finder det, 
for hvilket y (eller x) ogsaa bliver et helt Tal. 

Exp. 3.^ — \{y === 5. 

For y indsættes — l,Oog+l; 3/ = — 1 giver 
^ = — 2 ; den fuldstændige Løsning er altsaa 
^ = — 2 + 1 Iw; 3/ = — 1 -|- 3m. 

2) Dersom Koefficienten til x er negativ, forandres 
alle Tegnene ; er Koefficienten til y derefter positiv, sættes 

y --■ —Vi' 

xMan udvikler a\b \ Kjædebrøk og beregner Kon- 
vergenterne ; lad den næstsidste af disse være p'q\ man 
har da (20) 

aq — bp = il, altsaa + acq =p bcp = c, 
hvoraf ^ = _[- cg^-j- mb\ y = zb ^P + ^«. 

Tallene z^cq og ±^P \å\sq ofte store; man kan da 
faa dem erstattede ved mindre ved for m at sætte {m — a) 
og give a en passende hel Værdi. 

Éxp. 152æ?— 5% = 13. 

Den næstsidste Konvergent til 1 52 : 59 er 67 : 26 ; 

man har nu 

152.26 — 59.67 = —1 

eller 152 . (— 338) — 59 . (— 871) = 13, 

altsaa ^ == — 338 + 59 (m + 6) = 16 + 59m, 

y == — 871 + 152(m + 6) = 41 + I52m. 

Har man to Ligninger med 3 ubekjendte, elimineres 

den ene, og Endeligningen behandles som ovenfor lært; 

har man to ubekjendte flere, end man har Ligninger, kan 

den ene ubekjendte væJges vilkaarligt, og for hver Værdi 

af denne bestemmes da de andre ubekjendte. 
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25. Femato SKteing. Dersom p er et Primtal, 

gaar p op i 

oP-^— 1, 

naar a er et vilkaarligt Tal, der ikke er deleligt med p. 
Dersom to Tal a og 6 ved Divisjon med et Tal p 
give samme Rest, siger man, at a er kongruent med 
b for Modulus p\ det skrives 

a^b (mod.p). y2^} 

Vi skulle altsaa bevise, at, idet p er et Primtal, 

oP-i— 1=0 (mod.p). (3) 



Tallene a, 2a, 3a . . . (/? — l)a ere ikke delelige med 
p , og to af dem kunne ikke ved Divisjon med p give 
samme Rest, da p i saa Fald maatte gaa op i deres 
Differens, hvilket man let ser er umuligt. De j? — I Tal 
maa altsaa ved Divisjon med p give p — 1 forskjellige 
Rester, hvoriblandt O ikke findes; disse Rester maa da 
være Tallene I, 2, 3, ../> — 1, uden at vi dog vide 
Noget om den Orden, i hvilken de fremkomme. Pro- 
duktet af alle Tallene maa give samme Rest som Pro- 
duktet 1 . 2. 3..(p— 1) (I. 88). 

Altsaa har man 

a.2a.3a..(/> — \)a^[p — 1] (mod.p) 
eller 

\p — \] oP-^ — [p — \] =* [p — 1](a^*-— 1)^0 (mod.p). 

p gaar saaledes op i Produktet [p — iKo*^* — 1); 
da nu p ikke gaar op i den første Faktor, maa p gaa 
op i CfP—^ — I . 

26. Den ubestemte Ligning 

^J>-1 \ = yp 

eller, som det kaldes. Kongruensen 

x^^ = 1 (mod. p) (4) 
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har altsaa til Løsninger alle mulige hele Værdier af x 
der ikke ere delelige med p. Dersom et Tal x tilfreds- 
stiller Kongruensen (4), men ikke nogen Kongruens af 
samme Form, men med lavere Exponent, kaldes ^ en 
primitiv Rod i Kongruensen. Saaledes er i Kon- 
gruensen 

x^ ^ 1 (mod. 5) 

2 og 3 primitive Rødder, medens 4 ikke er det, da man 
har 42= 1. 

Læren om de primitive Rødder har mange vigtige 
Anvendelser, især i Ligningernes Theori. 

27. WiisoBs Sætning. Dersom p er et Primtal, gaar 
p op i [/>— 1] + 1. 

Ligningen 

ax — py =^ \ eller ax^\ (mod./?) 
har, som vi have vist (24), altid én og kun én Værdi af 
X mellem O og p, naar a ikke er delelig med p. 

Vælge vi et Tal ci<Pi finde vi altsaa et saadant Tal 
X <ip, dii ax^\] a og ^ ere forskjellige undtagen for 
a=l og a=- p — 1; dersom nemlig æ? = a, bliver a* ^ i 
eller a* — 1^0. p maa da gaa op i a — 1 eller a + 1 , 
og dette er kun muligt i de to nævnte Tilfælde. • 

Tallene 2, 3, ...(/> — 2) kunne altsaa tages sammen 
to og to, saa at Produktet af to sammenhørende ved 
Divisjon med p give Resten 1. Produktet [p — 1] giver 
altsaa Resten — 1 , som det skulde bevises. 

Dersom p(>4) ikke er et Primtal, ser man let, at 
[p — ^' 1 ] er delelig med p. Wilsons Sætning angiver saa- 
ledes en Egenskab, som findes ved alle Primtal, men 
ikke ved andre Tal. 

28. Tabjstemer. I Stedet for 10 kan man som 
Grundtal for et Talsystem benytte et andet helt Tal k; 
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man maa da have Giffre for Tallene , 1 , 2 . . X; — 1 ; 
for Øvrigt bibeholdes den Regel for Skrivemaaden , at et 
Ciffer faar en k Gange højere Værdi, for hver Plads det 
rykker mod venstre. Det Tal, der fra højre mod ven- 
stre skrives med Giffrene a, 5, c, d . . . . har altsaa 

Værdien 

a + iAj + cP-j-dP-f.. . . . 

Sætninger om dette Tals Delelighed med Tal, der 
gaa op i i, A:^ . . A — 1 , fe + 1 udledes som de analoge 
Sætninger om Tal i Titalsystemet (I, 92). 

Exp. For at skrive 1735 i Syvtalsystemet, dividere 
vi med 7 og finde 1735 = 247.7 + 6; endvidere er 
247 = 35 . 7 + 2; 35 === 5 . 7 + O, saa at 1735 i Syv- 
talsystemet skrives 5026. 



Exempler tU øvelse. 

1. 139^+ 51.y = 1705. (x og y pos. hele Tal). 

2. Én Mand kjøbte Svin og Faar for 530 Kroner; hvert 
Svin kostede 29 Kr., hvert Faar 31 Kr.; hvormange 
kjøbte ban af hver Slags? 

3. Find den laveste primitive Rod i a^^^l (mod. 17). 

4. En Mand kjøbte tOO Dyr for 325 Kr., nemlig Ænder 
til 2 Kr., Gjæs til 7 Kr. og Lam til 5 Kr. Stykket; 
hvormange fik han af hver Slags? 

5. Bevis, at a^ -- a er delelig med 42, naar a er et 
helt Tal. • 

6. Hvorledes skrives 17923 i Femtalssystemet? :r5 3/^/" 

7. Hvorledes skrives 29132 i Tolvtalsystemet, naar vi 
for 10 og 11 benytte Giffrene a og y9? 

8. I hvilket Talsystem skrives 1524f som 10501? 



.)»i^ 



96 



9. Hvilket Tal, mindre end fOOO, giver ved Divisjon med 
17, 19 og 35 henholdsvis Resterne 16, 7 og 25? 

!•• Siderne i en retvinklet Trekant udtrykkes ved tre 
hele, indbyrdes primiske Tal; hvilke Værdier kunne 
disse have? 



Determinanter. 

29. Man benytter den forkortede Betegnelse 



a^b^ — b^a^ == 






der kaldes en Determinant af anden Orden ; Determinanten 

af n*® Orden 

iii ••• '•'1 



z» 



2 2 2 ■ * * "'2 

3 BH • • • fCu 



med n Rækker, n Søjler og n^ Elementer betegner 
en flerleddet Størrelse, hvis' Led ere alle de Produkter af 
n af Elementerne, der kunne dannes saaledes, at der ikke 
i samme Produkt findes to Elementer af samme Række 
eller to Elementer af samme Søjle. Det samme Bogstav 
eller den samme Index kan altsaa ikke findes to Gange 
i samme Produkt. Det halve Antal af Leddene faar For- 
tegnet + j <^et halve Antal — , efter en Regel, som vi 
strax skulle angive. Leddet a^b^c^ . .. (Diagonalrækken) 
har altid Fortegnet -|- og kaldes det principale Led. 
Determinanten betegnes undertiden ved dette Led, sat i 
en Parenthes. 
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30. Af det principale Led 

kan man dantie de andre Led ved at lade Bogstaverne 
blive staaende og ombytte deres Fndices paa alle mulige 
Maader. Derved faas nemlig alle mulige Produkter, i 
hvilke hverken et Bogstav eller en Index forekommer to 
Gange. 

Antallet af Led i en Determinant af 72*® Orden, hvor 
intet Element er Nul, er følgelig [n]. 

Fortegnet for et Led bestemmes paa følgende Maade : 
De n Elementer, der forekomme i Leddet, tænkes, som 
de staa i Determinanten, forbundne to og to paa alle 
mulige Maader; hvis der da imellem Forbindelseslinierne 



'^■ j < a" <*' < »^w i^i^m» 



findes et ulige Anta l, der gaa opad tilhøjrj^ faar^Leddet 
— , ellers -f-. 



Exp. 
a^ 61 c^ 

^2 ^2 ^2 

«3 ^3 ^3 



«1^3^2 «2^1^8 «8*2^1 • 



Antallet af Forbindelseslinier, der gaa opad tilhøjre, er i 
de 6 Led henholdsvis O, 2, 2, 1, 1, 3. De 6 Led ere 
dannede af det første ved i dette at permutere Indices 
paa alle Maader. Hvor en lavere Ind ex_staar_gfter en 
højere, (de to Indices siges da at danne en Inversjon) 
ville de to Elementers Forbindelseslinie gaa opad tilhøjre, 
saa at man ogsaa kan bestemme e.t Leds Fortegn ved 
Antallet af Inversjoner i de n Bogstavers Indices. 

31. En Determinant forandres ikke ved, at 
Rækkerne gjøres til Søjler og omvendt, naar 
forresten Følgeordnen bibeholdes. 

Da man danner alle de Led, hvis Faktorer findes, 

én i hver Række og én i hver Søjle, blive Leddene i 

7 
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begge Tilfælde de samme. Et Led faar ogsaa i begge 
Tilfælde samme Fortegn , thi et Elements nye Plads er 
symmetrisk med den oprindelige Plads med Hensyn til 
Diagonalrækken, og man ser let, at de Forbindelseslinier, 
der gaa opad tilhøjre før Ombytningen, ogsaa gjøre det 
efter Ombytningen. 

32. En Determinant skifter Fortegn, der- 
som to af dens Rækker (Søjler) ombyttes. 

Dersom de to Rækker følge efter hinanden, ville 
alle Forbindelseslinier vedblive at være af samme Art, 
undtagen den, der forbinder de to Elementer i de om- 
byttede Rækker. Denne erstattes ved en Forbindelses- 
linie af den modsatte Art, og ethvert Led skifter derfor 
Fortegn. 

Er der p Rækker mellem de to, der ombyttes, kan 
man først bringe den øverste paa sin Plads ved j> + 1 
Ombytninger med den nærmest lavere; den nederste 
bringes derpaa paa sin Plads ved p Ombytninger med 
den nærmest højere; da der derved er foretaget 2p + 1 
Ombytninger, og Determinanten for hver af disse skifter 
Tegn, har den faaet modsat Fortegn, naar den endelige 
Ombytning er udført. 

Heraf følger, at en Determinant er Nul, naar 
den har to ens Rækker (Søjler); den skifter nemlig 
Tegn og bliver dog , uforandret , naar de to Rækker om- 
byttes. 

33; En Determinant multipliceres med et 
Tal, naar alle Elementer i en af dens Rækker 
(Søjler) multipliceres med Tallet. 

Af de multiplicerede Elementer findes nemlig ét og 
kun ét i hvert af Determinantens Led. 
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34. Vnderdeteminanter. Sættes a^ udenfor en Pa- 
renthes i de Led af Determinanten, hvor a^ findes, faar 
man inden i Parenthesen alle de Led, der k^nne dannes 

al ^2^3 4 • • • J 

naar Indices ombyttes paa alle Maader; disse Led ere de 
samme som dem, man faar, ved at udslette den Række 
og den Søjle, hvori a^ findes og udvikle den Determinant 
af Ordnen n — 1 , der bliver tilbage. Denne Determinant 
kaldes den til a^ svarende^ Underdeterminant og 
betegnes ved A^, 

De Led, der indeholde a^, kunne ligeledes skrives 
ag^g, hvor A^ da er den Determinant, der bliver til- 
bage, naar den første Søjle og anden Række udslettes. 
Dog har denne Determinant og A^ modsatte Fortegn, 
thi ombytte vi de to første Rækker, skifte alle Led For- 
tegn, og den til a^ svarende Underdeterminant findes nu 
ved at udslette den første Række og den første Søjle. 

Fortsætte vi saaledes, faa vi for Determinanten D 

D == a^A^ + a^A^ + . . OnAn , (t) 

hvor enhver af Underdeterminanterne Ap findes ved at 
udslette den Række og den Søjle, hvori Op findes og 
give den tiloversblevne Determinant af Ordenen n — 1 
-f- eller — , eftersom p er ulige eller lige. 

Paa lignende Maade faar man 

D = ^1^1 -4- h^Bt, -\- . . bnBn 

= Cl Cl + ^2 ^2 + • • ^« ^n O. S. V. , 

hvor enhver Underdeterminant er dannet ved at udslette 
den Række og Søjle, der indeholder det tilsvarende Ele- 
ment, idet dog den tiloversblevne Determinant faar modsat 
Fortegn, naar Rækkens Nummer plus Søjlens Nummer 
er et ulige Tal. Rigtigheden heraf indses let, naar man 

7* • 
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(2) 



... = 0) 
... == 0/ 






gjør den udslettede Række til den første Række og den 
udslettede Søjle til den første Søjle. 

Paa samme Maade kan man opløse en Determinant 
i Underdeterminanter ved at gaa ud fra Elementerne i en 
Række; man faar da 

D = ai/li + fti^i + CiCi + . . 
= a^A^ -(- b^B.^ + ^2 ^2 • • • • 
Sætter man i disse eller de forrige Ligninger en 
anden Rækkes (Søjles) Elementer i Stedet for den be- 
nyttede Rækkes (Søjles), faar man en Determinant med 
to ens Rækker (Søjler); da denne er Nul, har man 
ajcA^ -\-hkB^ + cjcC^ +• • • 

i alle Tilfælde , hvor k ikke er 1 , og d ikke er a. 

35. En Determinant forandres ikke, naar 
man til en Rækkes (Søjles) Elementer adderer 
en anden Rækkes (Søjles) Elementer, multipli- 
cerede med et vilkaarligt Tal. 

Sætter man nemlig i (1) a* -f mc?* for «*, faar man 
(tti +md^)A^ + («2 + rnd^)A^ + • • • («n + mc?n)A 
eller 

a^A^^ a^A^-Ar- . ,anAn + m(d^A^-\- d^A^+ . . c?„^J, 
der netop er J?, da Størrelsen i Parenthesen er Nul. 

Ved Anvendelse af denne Sætning kan man ændre 
en Determinant, saa at alle Leddene i en Række (Søjle) 
blive Nul paa et nær, og saaledes reducere Determinanten 
til en anden, der er en Orden lavere. 

Exp. 



1213 




2111 




1321 


• 


2132 





121 3 




211 1 




01 1-2 




002 1 





12 13 
0-3-1-5 
O I 1-2 
2 1 



3 1 5 

1 1-2 

02 1 
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36. Løsning af n Unecre Ligninger med n nlielij endte. 

Lad de n Ligninger med n ubekjendte 



(4) 



være givne; < a^b^c^ . . i\ 

kaldes Ligningernes Determinant; multiplicere vi Lig- 
ningerne henholdsvis med A^, A^^.Anj og addere vi 
derpaa, faa vi som Koefficient til a^ 

a^A^ -\- a^A^ + . . . . anAn == D 
og som Koefficient til x^ 

b^Ay^ + b^A^ + . ,bnAn = O, 

og paa samme Maade blive de øvrige Kofficienter Nul; 
man faar altsaa 

Dx^ -^k^A^ -^-k^A^-^- , ^IcnAn. J6) 

Paa lignende Maade faas ved Multiplikation med 
-6i , jBg . . og Addition 

Dx^ = ^i-Bj + ^2^« + . . + knBn o. S. V. 

Enhver af de ubekjendte er altsaa lig en 
Brøk, hvis Nævner er Ligningernes Deter- 
minant, og hvis Tæller dannes af Ligningernes 
Determinant ved i denne at ombytte den ube-\ 
kjendtes Koefficienter med de tilsvarende Tal \ 
paa højre Side af Lighedstegnene. 

Dersom i> = O, og -4^ er en Underdeterminant, 
der ikke er Nul, multiplicere vi som ovenfor med -4 2, 
A.^ , , An og addere de n — 1 Ligninger. Vi faa da ved 
at benytte (2) og (3) 
—A^(a^x^'^b^x^-\'.,+ i^Xf^'=k^A^-i-k.^A.^'\-..-\-knAn; 



r 
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der viser, at den eDe Ligning enten kan udiedes af de 
andre eiler er i Strid med dem. 

37. EliniDation af n — 1 Størrelser nellem n linesre 
Ligninger« 

Ligningerne sl^rives som sædvanligt, blot at alle 
Leddene samles paa venstre Side af Lighedstegnene. 
Slettes de ubekjendte ud, behøver man blot at sætte to 
Streger til for at faa en Determinant, som, sat lig Nul, 
er Resultatet af Eliminationen; ere Ligningernes be- 
kjendte Led k^^ k,^,,kn^ faar man dette Resultat, ved 
at multiplicere Ligningerne med de til disse Elementer 
svarende Underdeterminanter og addere. 

Saaledes faar man f. Ex. ved Elimination dX æ og y 
mellem Ligningerne 

aÆ7 + 6y 4- c == O , 
a^æ + b^y + c^ = O, 

Endeligningen 

abc 

fli ^1 Cl = 0. 

^2 ^2 ^2 

38. Peterninanters flultiplikatioD. Vi betragte de tre 
Systemer af n Ligninger 

1) QpX^ + bpOB^ . . -f '^P^n == kp 

2) «'jiyi + *Vy2 • • • + *' Vyn = ^v 

3) «i>yi + fipy^ ... -i- hVn, = kp 
med Determinanterne D^^ D,^ og J. Ligningerne 3 
ere dannede ved at indsætte Værdierne af Størrelserne æ 
af 2 i 1. Søge vi først Størrelserne æ; af 1 og derpaa 
?/ af 2, faa vi disse som Brøker med Nævneren D^D^^ 



(/> = 1, 2 . . . n) 
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medens vi ved at søge Størrelserne y af 3 faa Nævneren 

J; man har derfor 

D^D^ = J, 

hvor Elementerne af A ere 

Opa\ -\- bpa\ + . . . 4- ho^'n 
og de analoge. Vi kunne derved multiplicere to Deter- 
minanter af n^^ Orden , saa at Produktet ogsaa er en 
Determinant af n*" Orden. Er den ene Faktor af en lavere 
Orden, bringer man den til at være af n** Orden ved at 
tilføje Elementer 1 Diagonalrækken, medens de andre 
Pladser fyldes med Nuller. 

Exp. 1. 

æ -= K: D^ hvor 
1 O O 
a h — ae — b 
a2 b^—a^c^^b^ i 

1 1 

b-\-a c + b 
K= (b — d)(c — b){c — d) o. s.v. 

Exp. 2. Løs ved Determinanter Opgaverne i F. Pg. 65 
Exp. I, Pg. 67 Exp. 9 og Pg.68 Exp. 15. 

Exp. 3. I Determinanten af tredje Orden i 30 Exp. 
ombyttes a^, i^, Oi, a^ . . . med de tilsvarende Under- 
determinanter ^i, ^i . . . ; bevis, at den ny Determinant 
er Kvadratet af den givne. Hvorledes lyder den analoge 
almindelige Sætning? 

Exp. 4. Eliminer Siderne mellem 
a = 6 cos C-{- c cos B 
og de lo analoge Relationer mellem en Trekants Stykker. 



D = 



1 1 1 

abc 
aH^c^ 



{b — a) (c — b) 



b — a c — b 

J2_«2^2_J2 



= (6— a)(c — b){c — a) 



/' 
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Imaginære Starreber. 

39. I Planen tage vi to paa hinanden vinkelrette 
Linier OX og OF; vi have da tidligere set, at ethvert 
positivt eller negativt Tal kan repræsenteres ved et Punkt 
paa OX, idet vi regne Retningen fra O (Nulpunktet) 
mod X positiv, den modsatte Retning negativ; vi udvide 
nu dette, idet vi repræsentere det imaginære (komplexe) 
Tal a-\-bi ved det Punkt, som vi finde, naar vi fra det 
til a svarende Punkt af OX afsætte Linien h i Ret- 
ningen O y, dersom b er positiv, i den modsatte Retning, 
dersom b er negativ; til ethvert Tal, reelt eller imaginært, 
svarer da ét Punkt af Planen og omvendt. 

Vi udvide nu ogsaa Regningsarternes Begreber og 
have her to Hensyn at tage: Udvidelsen bør vælges saa- 
ledes, at man regner med komplexe Tal efter de samme 
Regler, som gjælde for reelle Tal, og de for reelle Tal 
fastslaaede Begreber bør være indbefattede i de ny som 
specielle Tilfælde. I det følgende betegne vi reelle Tal 
ved a, 6 . . , komplexe Tal ved x^ y , , , Ved Punktet x 
forstaa vi det Punkt, der repræsenterer Tallet x. 

40. lodMlHS og Argument. Den følgende Undersøgelse 
vil lettes ved Anvendelse af trigonometriske Funktioner; 
i X = a-^ib sætte vi 

a = r cos V] b = rsinv ( 1 ) 



altsaa r = l/a^ ^ b^: igv = —^ (2) 

a 

hvorved 

a -j- ib = r (cos v -\- i sin v). 

r kaldes Størrelsens iVlodulus, v dens Argument. 
r regnes altid positiv; naar a og 6* ere givne, findes 
r og t? af (2). Da (1) viser, at Fortegnene for a og 6 
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bestemme den Kvadrant, i hvilken v ligger, har t; kun 
én Værdi imellem O og 27r. 

Af en Figur ses let, at r er Længden af den Linie, 
der forbinder O med x, og at v er den Yinkel, som 
denne Linie danner med OX. 

To komplexe Tal, der have samme Modulus og 
Argumenter, der ere lige store med modsatte Tegn, kaldes 
konjugerede (a + t6 og a — ih). 

Positive Tal have Argumentet O, negative Tal Argu- 
mentet ;r, medens Modulus i begge Tilfælde er Tallets 
numeriske Værdi. Tallet ib ligger paa OF, til den ene 
eller den anden Side af O, eftersom b er positiv eller 
negativ. 

Exp. 1. Afsæt Punkterne — 3, 3t, — 3^, 1 + 2z, 
1 + z, 2 — 3i-, 3 -(- 4i, — 3 + 4« og bestem deres Mo- 
duler og Argumenter. 

2. En Cirkel om O, med Radius 2, deles i 6 lige- 
store Dele, saa at det ene Delingspunkt falder i OX, 
Angiv Delingspunkternes Moduler og Argumenter. 

41. Addition. Af 

Æ? = a -f- 16*, y = «i + ibi 
skal følge 

^+i/ = {a + a,) + i(b + b,), . (3) 

Man ser let, at det til æ? + y svarende Punkt i Følge 
(3) er den jQerde Vinkelspids af et Parallelogram, hvis 
tre andre Vinkelspidser ere O, æ og y. Vor Udvidelse 
af Begrebet Sum bør altsaa være en saadan, at Addition 
af j; og y giver dette Punkt; er denne Fordring opfyldt, 
vil man komme tilbage til det sædvanlige Additionsbegreb, 
naar a og y falde i OX (ere reelle). Følgende Definition 
opfylder Fordringen: 
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Summen dannes af den ene Addend, som 
den anden Addend dannes af Nul. 

y dannes af O ved at afsætte a^ og b^ i Retningerne 
+ og i; Æj + y dannes altsaa i Følge Definitionen af æ 
ved at gaa ud fra dette Punkt og afsætte a^ og b^ i 
Retningerne -|- og t, altsaa ved fra æ at trække en Linie, 
lig og parallel med Oy] man ser let, at, ifølge denne 
Definition, er y + a = ^+y og a + iy + z) == Æ?-f-y+^. 
Da Sætningerne i Addition og Subtraktion udledes af 
disse Ligninger, vedblive de at gjælde med den udvidede 
Betydning af Begreberne. 

42. Ittliiplikatioii. Af 

a = r (cos V '\-i sin v); y = ^i (cos v^ -|- i sin v^) 
skal følge 

ay = rTj ((cos V cos Ui — sin v sin v, 

+ i (sin V cos v^ -\- cos v sin v^ )) ^ , (4) 

= rri(cos(t;+t^i) + *sin(» + ^i)) 
der udtrykker, at to komplexe Tal multipliceres, 
naar man multiplicerer deres Moduler og ad- 
derer deres Argumenter. Følgende Definition af 
Begrebet Produkt vil tilfredsstille de to ovenfor stillede 
Betingelser: 

Produktet dannes af den ene Faktor, som 
den anden Faktor dannes af Enheden. 

Lad A være det Punkt, som svarer til Tallet 1, 
Punktet æ findes da ved at multiplicere OA med r, 
hvorved vi faa et nyt Punkt A^ , liggende i OX. OA^ 
drejes derpaa Vinklen v, og ^, falder i æ, a dannes 
altsaa af Enheden ved en almindelig Multiplikation med 
Modulus og en Drejning lig Argumentet. Skal as nu 
multipliceres med j/, multipliceres derfor, ifølge Deflni- 
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tionen, først Oæ med r^ og derpaa drejes Linien Vinklen 
v^\ vi komme derved til et Punkt z^ hvis Modulus er rr^, 
og hvis Argument er v + v^^ saa at z netop falder sam- 
men med det Punkt æy^ som vi fandt ovenfor ved at 
multiplicere a og y efter de sædvanlige Regler for fler- 
leddede Størrelsers Multiplikation. 

Dersom man ombytter æ og y, kommer man dog 
til det samme Punkt z. Faktorernes Orden er derfor 
ligegyldig. 

Af Reglen for Multiplikation udleder man, at to 
komplexe Tal divideres, naar man dividerer 
deres Moduler og subtraherer deres Argu- 
menter. 

Af (4) kunne de tidligere beviste Sætninger om 
Multiplikation og Divisjon udiedes; de vedblive derfor at 
gjælde méd den udvidede Betydning af Begreberne. 

Exp. (+2)(— 3) = —6, idet 2.3 = 6; + 7r= tt. 
i .i = — 1 , idet 1.1 = 1; ^ ;r + -|æ? = ;r. 
(—i)a = 3, idet 1.3 = 3; f7r + i;r = 27r. 
(l + t):(l — = ^ idet 1/2: V2 = .1; 

-J-TT — (— ^TT) = ^TT. 

43. PotensopløftniDg. Af (4) følger 

(r(cos V + ^'sin v))^ = r^ (cos ^t? + e sin /)v) , (5) 

idet p er et helt, positivt Tal; man opløfter altsaa 
et komplext Tal til en Potens ved at opløfte 
Modulus til Potensen og multiplicere Argu- 
mentet med Exponenten. Heraf følger, at man 
uddrager en Rod af et komplext Tal ved at 
uddrage Roden af Modulus (hvorved kun Rodens 
positive Værdi benyttes) og dividere Argumentet 
med Exponenten. 
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Ved Roduddragningen er der et særligt Hensyn at 
tager Naar vi have sagt, at et komplext Tal har et be- 
stemt Argument, er dette at forstaa saaledes, at Argu- 
mentet kun har én Værdi i de første fire Kvadranter; 
er denne Værdi v, bliver Argumentet i Virkeligheden 
2p;r + v, hvor p er et vilkaarligt helt Tal, thi Stillingen 
af Oa forandres ikke ved, at denne Linie gjør et Antal 
hele Omdrejninger. Leddet 2/>;r have vi hidtil udeladt, 
fordi det bliver uden Betydning ved Addition, Multiplika- 
tion og Potensopløftning ; ved Roduddragning , hvor 
Argumentet skal divideres, er det derimod nødvendigt at 
tage Leddet 2p7r med, da man kan faa virkeligt forskjel- 
lige Løsninger for forskjellige Værdier af p. Uddrager 
man den q^^ Rod, faar man saaledes forskjellige Løsninger 
for 2? = O, 1, 2, . . j — 1 , men større kan det ikke 
nytte at tage p, da man derved blot faar de samme 

Løsninger periodisk igjen. 

1 
Exp. 1^. Modulus er 1, Argumentet 2/);r; den 

søgte Modulus er altsaa 1 , medens det søgte Argument 

har de tre Værdier (p = O, 1 og 2). 

O, y Og y . (Smlgn. H. 33 Exp. 1.) 

1 
1* har Mod. 1 og Argumenterne O, -|7r, tt, |;r, saa 

at Værdierne ere 

+ 1, +i, — 1, — ^^ 

(— 32)*; den søgte Modulus er f 32 = 2. For Ar- 
gumenterne faas de 5 Værdier 

Tt 3;r Itt dn 

5"' T' "^^ "5"' y- 

I (5) forudsatte vi p positiv, hel ; man ser imidlertid 
let, at (5) ogsaa gjælder for p negativ og brudden. 
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44. Den UMome Ligning. Vi forstaa herved Lig- 
ningen 

ÆJ« = a; (6) 

denne Ligning kan nu løses fuldstændig, idet dens Rødder 

ere alle Værdierne af a" ; vi ville her forudsætte a reel. 
a er da positiv eller negativ. 

n 

]) a positiv, as faar Modulus Va; Argumenterne ere 

27r 47r (2n — 2)7r 



O, 



* , . • • 



Det første Argument tilhører en positiv Rod; er n 
lige, maa it findes i Rækken af Argumenter, saa at man 
ogsaa faar en negativ Rod , medens de øvrige n — 2 
Rødder ere komplexe; er n ulige, kan n ikke findes 
mellem Rækken af Argumenter; man faar altsaa 1 positiv 
og n — 1 komplexe Rødder. 

n 

Argumen- 



2) a 


ne 


gativ. æ 


faar 


Modulus 


V- 


a 


terne ere 


















n in 


bn 


(2n — 


\)j[ 








n' n' 


n 


• • 

n 


• 





Er n lige, findes hverken O eller n i denne Række; 
alle Rødderne ere komplexe; er n ulige, findes n i 
Rækken , nemlig for 2p + 1 = w ; man faar altsaa 1 
negativ og w — 1 komplexe Rødder. 

De komplexe Rødder ere altsaa i alle Tilfælde til- 
stede i lige Antal; ved at undersøge Rækkerne af Argu- 
menter ser man, at to. og to Argumenter have Summen 
2;r; de komplexe Rødder ere derfor konjugerede to 
og to. 

Til Øvelse eftervises Beliggenheden af Rødderne i 

a?2 = -j-i6; ^3 = 4-8; a?6 = ±l; Æ?7 = -t-l; a?8 = -]_l. 
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45. Iskonplette Ligninger. SætDiDgerne om Regning 

med Potenser maa undersøges nærmere, thi ved Be- 
rn 

viserne for disse forudsatte vi ikke, at a« kan have flere 
Værdier; vi maa derfor undersøge, om de Ligninger, 
vi opstillede, give alle de søgte Værdier eller kun nogle 
af dem; i det sidste filfælde kalde vi Ligningerne 
inkomplette. 

Af Ligningerne 

( -Y - 

er dea første komplet, men den anden inkomplet; thi 

man har kun én Værdi paa højre, men n Værdier paa 

venstre Side af Lighedstegnet; Ligningen bør skrives 

j_ j_ 

(a«)« == a. 1« 
og er da komplet. 

Ligningen 

er komplet, thi man har q% Værdier paa begge Sider af 
Lighedstegnet. 
Ligningen 

_p IL ^ 

er komplet ; paa venstre Side have vi ^ Værdier ; paa 
højre Side har hver Faktor 5- Værdier; Produktet har dog 
ikke <f^ men kun q Værdier, thi Produktets g**® Potens 
har kun én Værdi; man maa derfor faa alle Pro- 
duktets q Værdier, naar man multiplicerer de 
q Værdier af den ene Faktor med en vilkaarlig 
af den anden Faktors Værdier; paa denne Maade 
faar man nemlig q forskjellige Værdier. 
Ligningen 

/ V\^ pr 



ni 

er komplet, naar den sidste Exponent ikke forkortes, thi 
begge Sider have qa Værdier. . 

46. Vi have nu udvidet vort Størrelsesbegreb og 
Regningsarternes Begreber saaledes, at vore Sætninger 
gjælde baade om reelle og komplexe Størrelser; dog 
maa vi stadig forudsætte Exponenterne rationale og reelle ; 
Udvidelsen til irrationale og komplexe Exponenter, der 
frembyde særlige Vanskeligheder, gjennemføres i den 
almindelige Funktionslære. 

At visse ubekjendte Tal i en Opgave vides at være 
reelle, kan ved deres Bestemmelse ofte erstatte en Lig- 
ning; saaledes kan man kun have 

hvor a, 6, c og d ere reelle, hvis a = c og 6 = d. 

Exp. Af Ligningen (Moivres Formel) 

(cos V -\-% sin v)^ = cos nv + * sin nv 

findes, naar Binomialformlen anvendes paa venstre Side, 

en Ligning, der deler sig i de to 

nin — 1 ) ^ ^ . o , 
cos nv = cos**!? — s — cos"~^v sm^t; + . . . 

. n(n — l)(n — 2) „ » • 3 i 
sm wv ==^ ncos'*"'*t?smt; — ^ — ^ — cos'*~'*r;sm'*v + . . 



Om Ligninger. 

47. Den almindelige algebraiske Ligning af n*^ Grad 
antager, naar den er ordnet. Formen 
f(x) --= Æ?«4- aiA-'*-* + agÆ:«-^ + . . 4- On-ia? + a„ = 0. (1) 

Vi have bevist (L 55) at dersom æ = a^ gjør f(x) til 
Nul-, maa x — a^ gaa op i /(æ), saa at man identisk har 

/(^) = (^ — «i)Q, 
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hvor Q er et helt Polynomium; bliver f(æ) ogsaa Nul 
for æ = a^, maa Q blive Nul for æ? = «2 5 ^^^ har 
da identisk 

hvor Qi er et helt Polynomium; fortsætte vi saaledes, 
se vi, at, dersom f{æ) bliver Nul for æ? = «i, agj • • • ««j 
har man identisk 

/(^) == (•» — «i)(^ — «2) • • • (•=p — «„), (2) 

Da f(æ) er af w*® Grad, kan der kun findes n Fak- 
torer paa højre Side af Lighedstegnet. En Ligning af 
n*^ Grad har altsaa højst n Rødder. 

48. Dersom en ordnet algebraisk Ligning af w*® Grad 
altid har mindst én Rod, maa Ligningen af n^® Grad netop 
have n Rødder; er nemlig Ui Rod i f(a)) = O, kan denne 
Ligning deles i de to 

æ — «j = og Q = 0; 

den sidste har mindst én Rod , f. Ex. a2 ; den deler sig 

da i de to 

A* — a^ = O og Qi = 0. 

Fortsætte vi saaledes, faa vi Ligningen af n*® Grad 
delt i n Ligninger af første Grad. 

Det gjælder altsaa om at bevise, at enhver alge- 
braisk Ligning har i al Fald én Rod; vi ville nøjes med 
at antyde, hvorledes detle temmelig sammensatte Bevis 
føres. 

Indsætte vi « + ifi for a i f(æ) , vil Resultatet ikke 
blive Nul, medmindre a + ifi er Rod i Ligningen; man 
kan nu vise, at man, naar Resultatet ikke bliver Nul, 
kan ændre a og ^ lidt, saaledes, at man faar et Resultat 
med mindre Modulus end det tidligere; fortsætter man 
nu , idet man stadig ændrer a og fi saaledes , at Resul- 






